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RESUMO

O proposito deste trabalho € apresentar uma analise comparativa de tensées
em vigas, principalmente em regibes onde atuam cargas concentradas que
ocasionam variagao abrupta dos esforgos cortantes. A obtencéo de resultados para
essa andlise se da pela teoria elementar de vigas que é objeto de estudo da
disciplina de Resisténcia dos Materiais, pelas técnicas de Fotoelasticidade da Teoria
da Elasticidade e pelo Método dos Elementos Finitos. Neste dltimo método, €&
utilizada a formulacao isoparamétrica com a implementacao do elemento quadratico
quadrilateral plano da familia Serendipity. Com relacdo aos resultados colhidos
através da aplicacdo das equacdes da Resisténcia dos Materiais, ha de se
considerar as restriches existentes a determinacdo de tensfes e deformacdes em
regibes proximas ao ponto de aplicacdo do carregamento localizado sendo que,
nesses casos, deve-se observar as restricdes devidas ao Principio de Saint-Venant,
gue simplifica o modelo, considerando uma distribuicdo uniforme de tensdes. Para
melhor visualizagcdo, comparacdo e criticidade dos resultados, faz-se o uso de

graficos e tabelas.

Palavras-Chaves: Tensdes; Elasticidade; Elementos Finitos.



ABSTRACT

The purpose of this work is to present a comparative analysis of stress in
beams, especially in regions where concentrated loads occur that cause abrupt
variation of shear forces. The results obtained for this analysis are given by the
elementary theory of beams that is object of study of the discipline of Resistance of
Materials, by the techniques of Photoelasticity of Elasticity Theory and by the Finite
Element Method. In this latter method, the isoparametric formulation is used with the
implementation of the Quadratic Quadrilateral Plane Element of the Serendipity
Family. With respect to the results obtained through the application of the equations
of the Resistance of the Materials, it is necessary to consider the existing restrictions
to the determination of stress and deformations in regions near the point of
application of the localized load, being that in these cases, the restrictions due must
be observed to the Saint-Venant Principle, which simplifies the model, considering a
uniform distribution of stresses. For better visualization, comparison and criticality of

the results, graphs and tables are used.

Keywords: Stress; Elasticity; Finite Elements.
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1 INTRODUCAO

1.1 Consideragdes Iniciais

Conforme os critérios de normatizagéo para o desenvolvimento de projetos de
engenharia, no que se refere a concepcédo, analise e dimensionamento estrutural,
cada vez mais exige-se precisdo nos processos de calculo para se obter resultados
mais apurados dos esfor¢cos a que os elementos estruturais sdo submetidos.

Enfatizando ainda esse contexto, neste trabalho, sdo apresentados resultados
de tensdes nos elementos estruturais de vigas. As tensdes normais e transversais
gue incidem em vigas sdo determinadas em varios pontos do elemento estrutural,
tanto no sentido paralelo quanto no sentido perpendicular a linha neutra.

O desenvolvimento deste estudo tem seu foco na andlise de tensdes nas
regibes de vigas que se localizam a pequenas distancias dos pontos onde incidem
forcas concentradas, ja que tais tensdes, calculadas pelas equacfes da teoria
elementar de viga, explanadas na disciplina de Resisténcia dos Materiais, sao
tensdes médias obtidas por um processo de simplificacdo, ja que de acordo com
Principio de Saint-Venant, citado em BEER (1995), a determinacéo das tensfes nas
proximidades de pontos de aplicacdo de for¢cas concentradas, ou em apoios, deve
ser realizada por métodos mateméaticos avancados ou por métodos experimentais.

Ainda de acordo com o Principio de Saint-Venant, desta vez citado por
HIBBELER (2010), as tensdes produzidas pela aplicacdo dessas cargas se atenua
ou se dissipa, quanto mais se afasta a sec¢ao transversal do ponto de incidéncia da
forca.

As equacgOes da Resisténcia dos Materiais, da Teoria da Elasticidade e o
Método dos Elementos Finitos sdo as ferramentas empregadas para fazer tal estudo

comparativo de resultados de tensdes.
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1.2 Objetivos e Justificativa

1.2.1 Justificativa

As justificativas primordiais para o desenvolvimento deste trabalho baseiam-
se na relevancia de se obter os resultados para as tensdes atuantes em elementos
estruturais, o que leva a se comparar os dados obtidos através de métodos de
calculo distintos e criticar as possiveis similaridades e discrepancias existentes nos

valores numéricos das tensdes obtidas.

1.2.2 Objetivo Geral

Compreender e aplicar métodos distintos de calculo para obtencdo e

comparacao de resultados numéricos de tensGes em vigas.

1.2.3 Objetivos Especificos

Nesta analise comparativa, serdo calculadas as tensdes o, € 7y, pela teoria

elementar de vigas da Resisténcia dos Materiais, pela Teoria da Elasticidade e pelo
Método dos Elementos Finitos.

Embora o objetivo do trabalho seja realizar uma comparacdo de resultados
obtidos pelos trés meétodos citados acima, o estudo do Método dos Elementos
Finitos sera abordado de maneira mais concisa, buscando compreender e explanar
conceitos tedricos desta poderosa ferramenta como método numérico para
determinacdo de tensGes e deformacdes em varios segmentos da engenharia de

modo geral.
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2 CONCEITOS E FORMULACOES DA RESISTENCIA DOS MATERIAIS

Neste capitulo realizar-se-a uma revisao bibliografica sobre os conceitos
tedricos relacionados as definicbes e procedimentos de calculo de tensdes normais
e de cisalhamento em vigas, com base no exposto em literatura classica da
Resisténcia dos Materiais, tais como HIBBELER (2010) e BEER (1995).

2.1 O conceito de tensao

Segundo HIBBELER (2010), o conceito de tensdo esta relacionado aos
efeitos que resultam da distribuicdo de for¢as sobre uma determinada area.

Ao admitir-se um corpo constituido de material continuo e coeso, ou seja, a
distribuicdo de matéria é uniforme e sem separacfes, com perfeita interligacdo entre
as suas partes, pode-se tomar uma pequena regiao (area) de tal corpo, denominada
AA, para que se possa analisar a acdo de uma pequena forca AF sobre essa area,
como indicado na Fig. 2.1.

Figura 2.1 — Corpo sob atuacédo de forgas.

Z

AF

G >

s

Fonte: adaptado de HIBBELER (2010), p. 15.

Primeiramente, realiza-se a decomposicdo de AF em suas componentes

cartesianas AF,, AF , AF,, mostradas na Fig. 2.2. Vé-se que a componente AF,é
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perpendicular ao plano que contém a area AAe que AF, e AF sdo tangentes ao

mesmo plano. Considerando-se, por suposi¢cao, uma diminuicdo da area AA até um
valor proximo de zero, ou seja, AA— 0, de forma proporcional ocorrera a diminuigéo

na intensidade de AF , ou seja, razdo entre a forca e a area tendera a um limite, um

valor constante e finito. A esse quociente, denomina-se tensio, que ainda segundo
HIBBELER (2010, p.14), “descreve a intensidade da forga interna sobre um plano

especifico (area) que passa por um ponto”.

Figura 2.2 — Decomposig&o de uma forca em suas componentes cartesianas.

Z

AFz K-

AFx
X

Fonte: adaptado de HIBBELER (2010), p. 15.

Seguindo com o exposto em HIBBELER (2010), denomina-se tensao normal,
a razdo da forca, perpendicular ao plano, pela area. Tal tensdo, comumente, &
indicada através da letra grega o (sigma). No exposto aqui, como a componente de
forca perpendicular ao plano € AF,, obtém-se a tensdo normal o,. As tensfes

normais podem ainda ser classificadas como tensdes de tracdo ou de compressao.
As tensdes oriundas das forgas tangentes & area AA sédo denominadas de
tensdes de cisalhamento, indicadas pela letra grega r (tau). A completa indicag&o
das tensdes de cisalhamento contém dois indices: o primeiro indica a orientacao do
eixo perpendicular & area analisada e o outro indica o sentido da tensdo de
cisalhamento. No caso exposto nesta se¢do, obtém-se duas componentes de tensao

de cisalhamento, 7,, e 7, , indicadas na Fig. 2.3.

zy !



20

Figura 2.3 — Componentes de tensfes atuantes em uma area do corpo.

Z

TGZ

Tzx Tzy
x Yy

Fonte: adaptado de HIBBELER (2010), p. 15.
Assumindo que, em barras, a deformacao axial aconteca de maneira uniforme

guando houver acéo de cargas aplicadas no centroide da secao transversal, pode-se

expressar a tensdo normal como sendo:

O média = — Eq 2.1

>| T

onde:

Oredia = t€Nsdo normal média. Considera-se, por hipétese simplificadora, que

todos os pontos da sec¢ao transversal estao sujeitos a mesma tensdo média.

P = “forga interna resultante, que € aplicada no centroide da area da secao
transversal. P é determinada pelo método das secdes e pelas equacdes de
equilibrio”. HIBBELER (2010, p. 16). As equacdes de equilibrio e o método das
secdes, aqui citados, sdo abordados nos cursos de Estatica ou Mecéanica dos
Soélidos.

A = area da secao transversal.

Essas conclusbes sao ratificadas por BEER (1995), fornecendo a seguinte

conclusao a respeito do conceito de tenséo:
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A forca por unidade de &rea ou a intensidade das
forcas distribuidas numa certa secao transversal é

chamada de tensdo atuante, nessa secao, e €
indicada pela letra grega g (sigma). A tensdo em

uma barra de secdo transversal A, sujeita a uma
forca axial P, é entdo obtida dividindo-se o médulo
P da forca pela area A. (BEER, 1995; p. 4)

Ja a tensao de cisalhamento média em uma determinada secdo sob a acao

de forcas tangentes pode ser calculada como:

Trogia = Eq. 2.2

onde:

7 =tensao de cisalhamento média. Considera-se, por hipotese simplificadora,
gue todos os pontos da secéo transversal estdo sujeitos a mesma tensao.

V = “forga de cisalhamento interna resultante na secado determinada pelas
equacgdes de equilibrio”. HIBBELER (2010, p. 20).

A = area da secéao transversal.

Entretanto, os conceitos exposto até aqui, apesar de possuirem enorme
relevancia, se configuram como conceitos introdutérios, visto que, pelo que se
almeja no desenvolvimento desse trabalho, necessita-se de conceitos
especificamente relacionados ao caso de carregamento concentrado em vigas.

Desse modo, convém expor aqui definicdes acerca da flexdo em vigas.

2.2 Tensdes normais provocadas pela flexdo em vigas

Continuando com a exposicao teorica embasada em HIBBELER (2010),
evidencia-se aqui que, conforme esse autor, elementos de pequena espessura
comparada ao seu comprimento, sob acdo de cargas que incidem na direcéo
perpendicular ao seu eixo longitudinal, sdo chamadas de vigas. As vigas séao

elementos estruturais de extrema importancia, sendo comumente produzidas com
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materiais utilizados em larga escala na construgcéo civil, como concreto armado,
concreto protendido, aco e madeira.

Para se determinar as tensfes oriundas do efeito de flexdo em vigas, deve-
se, primeiramente, determinar as forcas de cisalhamento e os momentos, sendo um
meio eficiente para isso, a construcdo dos diagramas de esforco cortante e de
momento fletor. N&o se configura como objetivo deste trabalho a exposicdo da
construcdo de tais diagramas, entretanto, segue-se dois exemplos geneéricos
abordando casos de vigas sob acéo de forcas concentradas.

1° exemplo: viga simplesmente apoiada com carga concentrada no ponto
médio do seu comprimento.

O esquema estrutural genérico é representado pela Fig. 2.4:

Figura 2.4 — Esquema estatico de uma viga biapoiada nos seus extremos.

P

- l y

Fonte: elaborada pelo autor.

As reacfes nos apoios sdo mostradas na Fig. 2.5:

Figura 2.5 — Reacfes de apoio da viga.

P

N

Fonte: elaborada pelo autor.
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A Fig. 2.6 mostra o diagrama de esforco cortante:

Figura 2.6 — Diagrama de esforcos cortantes atuantes na viga.

X
Fonte: elaborada pelo autor.
Ja a Fig. 2.7 mostra o diagrama de momento fletor:
Figura 2.7 — Diagrama de momentos fletores atuantes na viga.
—X

®

= Ll
Mmax—4

Fonte: elaborada pelo autor.

2° exemplo: viga engastada em uma extremidade, livre na outra extremidade,

com carga pontual aplicada no extremo do balanco:

O esquema estrutural genérico é representado pela Fig. 2.8:

Figura 2.8 — Esquema estético da viga.

1
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A
» ! .

Fonte: elaborada pelo autor.
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As reacg0es nos apoios sdo mostradas na Fig. 2.9:

Figura 2.9 — Reac®es de apoio da viga.

Q

Pl

Fonte: elaborada pelo autor.

A Fig. 2.10 mostra o diagrama de esforco cortante:

Figura 2.10 — Diagramas de esforgos cortantes atuantes na viga.

X
Fonte: elaborada pelo autor.
Ja a Fig. 2.11 mostra o diagrama de momento fletor:
Figura 2.11 — Diagrama de momentos fletores atuantes na viga.
M
Mmax = - Pl
—X

Fonte: elaborada pelo autor.

Uma vez conhecidos os esforgos internos, conforme os diagramas de esforgo
cortante e momento fletor expostos acima, obtém-se dados para aplicar na
determinacao das tensfes. Para desenvolver equacfes que permitem o calculo de
tais tensdes, HIBBELER (2010) considera algumas premissas, como o fato de o

material se comportar de maneira elastica e linear, obedecendo a Lei de Hooke.
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Sendo assim, como o material possui variagcdo linear de deformacgéo,
consequentemente, haverd variacdo linear de tens6es normais.
A figura 2.12 mostra a variagdo de deformacBes ao longo da secado

transversal:

Figura 2.12 — Variacédo de deformacgdes ao longo da secéao transversal da viga.

/ -8ma'x

. — & =-(y/c)e

max

<—Ax—>

Fonte: adaptada de HIBBELER (2010), p. 203.

Como as deformacfes obedecem a seguinte proporcéo,

€ __ Y Eq. 2.3

as tensdes também terdo variacao linear, sendo nulas na superficie neutra, atingindo
valor maximo no ponto mais afastado da superficie neutra. Para momentos fletores
positivos, as tensdes serdo de compressao na parte da sec¢ao transversal acima da
linha neutra e de tracdo na parte abaixo da linha neutra. Para momentos fletores
negativos tem-se o oposto. A Fig. 2.13 demonstra, em vista lateral, a variagdo de

tensdes normais em uma secao transversal de viga:
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Figura 2.13 — Distribui¢c@o de tensfes normais na segéo transversal da viga.

[ O-ma'x

Fonte: adaptado de HIBBELER (2010), p. 204.

Por semelhanca de triangulos e admitindo valida a Lei de Hooke, o = E¥¢,

temos a seguinte relacao:
c

Dessa relacdo originam-se as equacdes que permitem calcular as tensdes

normais em pontos quaisquer na sec¢ao transversal. Lembrando que:

Logo:
dF =o-dA

Admitindo que a forga resultante originada da distribuicdo de tenséo na area
da secéo transversal deve ser nula e analisando a atuagéo de uma for¢ca dF agindo
sobre um elemento de area dA, observa-se que o momento interno M deve ser igual
ao momento oriundo da distribuicdo de tensdo em torno da linha neutra.

Conforme exposto na Fig. 2.14, nota-se que a forca dF, multiplicada pela

distancia y até a linha neutra, gera um momento dM.
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Figura 2.14 — Equilibrio de momentos em torno do eixo Z na se¢éo transversal da viga.

FANAAY

Fonte: adaptada de HIBBELER (2010), p. 204.

De tal fato, obtém-se as seguintes definicdes, conforme HIBBELER (2010):

(MR )z ZZMZ

M =£de =_/[y(odA) =J;y(%anm )dA = M =°“Cﬂ£y2dA Eq. 2.5

Sabe-se que J'ysz corresponde ao momento de inércia da area da secao
A

transversal com relacdo ao eixo centroidal. Dessa forma, tem-se que:

M = Zmc [y 2gA = M = i Eq. 2.6
c c
E, isolando o, na equacéo 2.6, conclui-se que:

Analisando a proporc¢ao:
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Chega-se a formula:

My

Eq. 2.8

Onde:

O« = tensdo normal maxima. Ocorre no ponto mais afastado da linha neutra;

M = momento fletor interno a sec¢éo;
| = momento de inércia de area em torno da linha neutra da sec¢éo transversal;
¢ = maior distancia possivel de um ponto da secdo com relagéo a linha neutra,

ou seja, onde ocorre a maxima tensao normal;

As Egs. (2.7) e (2.8) sdo denominadas de formulas da flexdo. Nota-se que,
evidentemente, a tensdo normal em pontos coincidentes com a linha neutra é nula.
Vale ressaltar ainda que em materiais cujo comportamento é regido pela Lei de
Hooke, a superficie neutra da viga passa longitudinalmente pelo centroide da secao
transversal.

BEER (1995) denomina as Egs. (2.7) e (2.8) como formulas da flexdo em
regime elastico. O mesmo autor ainda traz o conceito de modulo resistente ou
momento resistente, expresso pela letra W. Este conceito se refere a razéo entre o
momento de inércia | e o valor de c (distancia maxima entre um ponto da secao e a
linha neutra). Essa razdo l/c depende unicamente da geometria da secéo
transversal.

Tomando o conceito de modulo resistente W e associando-o a Eq. (2.7),

obtém-se a seguinte expressao:

<

gy = Eq. 2.9

Sobre a Eq. (2.9), BEER (1995) afirma o seguinte:
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Essa relagdo mostra que a tensdo maxima €
inversamente proporcional ao médulo resistente
W, de modo que uma viga deve ser projetada com
0 maior valor de W possivel, nas condicées de
cada problema. (BEER, 1995; p.328)

Dando continuidade na andlise do conceito de mddulo resistente e
enfatizando o objetivo final deste trabalho, observa-se que, ainda de acordo com
BEER (1995), para uma viga de sec¢do retangular, pode-se simplificar o calculo de W

através da seguinte expressao:

bh? )
W:l:ﬁzﬁﬁwz’*_h Eq. 2.10
¢ 05h 6 6

Como o valor maximo do momento fletor para uma viga biapoiada e com uma
carga concentrada aplicada no seu ponto médio, conforme indicado na Fig. 2.7, é

determinado pela expressao 0,25PL, pode-se obter a seguinte férmula:

PL
M 4 PL
c. =———=_/l4 J5 —15. Eq. 2.11
max W Ah max 2
N6 oh

Onde:

P = carga concentrada aplicada na viga;
L = comprimento longitudinal da viga;

b = base da secéao transversal;

h = altura da sec¢éo transversal;

2.3 TensOes de cisalhamento em vigas retangulares

Com relacdo as tensbes de cisalhamento em vigas, HIBBELER (2010)
demonstra que estas sdo maximas na linha neutra da secdo transversal. A
distribuicdo de tensdes cisalhantes se da de forma parabdlica, chagando a nulidade

nas bordas da secao, quando y = h/2.
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De maneira geral, pode-se determinar as tensdes de cisalhamento através da

formula:

Tz\% Eq. 2.12

Onde:

7 = tensdo de cisalhamento no ponto distante y’ da linha neutra. Por
simplificacdo, admite-se que essa tensdo é constante por toda a largura do
elemento;

V = esforgo cortante no ponto considerado;

Q= IA‘ ydA' =y'A', em que A’ é a parte inferior ou superior da area da se¢&o

transversal e y' é a distancia da linha neutra até o centroide de A’;
| = momento de inércia de area da sec¢do transversal com relacdo ao eixo
centroidal;
t = largura da &rea da secéo transversal medida no ponto referente ao calculo
da tenséo;
Utilizando a Eq. (2.12) e aplicando as propriedades referentes as

secdes retangulares, obtém-se:

ocin i [3p-

Substituindo na Eg. (2.12):

:\Q:V(%l(h%)—yz}o Eq. 2.13
it (3/,bh% b

Simplificando a Eq. (2.13):

6v (h?
LIS Eq. 2.14
bh3[4 Y j g
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Sabendo que a tensdo de cisalhamento maxima ocorre na linha neutra, ou

seja, quando y = 0, obtém-se a férmula para a tensdo maxima:

6V (h? 6v (h> _,) 6vh? 3V
T=—7Fg|—-Y |2t=—mg| -0 |=—= >0 =5
bh®| 4 bh®| 4 4bh 2bh

Como A = bh, chega-se, por fim, a seguinte expressao:

Vv
Toax = L9 —
max ]" A

Eq. 2.15

Eq. 2.16

Comparando as Egs. 2.2 e 2.16, nota-se que a tensdo de cisalhamento

maxima é 50% maior que a tensdo de cisalhamento média. A Fig. 2.15 mostra a

secao transversal e seus dados relevantes. Ja a Fig. 2.16 mostra a distribuicdo de

tensdes de cisalhamento em uma secéo transversal de viga retangular.

Figura 2.15 — Secéo transversal da viga.

yI V12

" Linha neutra
(eixo centroidal)

— b

Fonte: adaptada de HIBBELER (2010), p. 265.
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Figura 2.16 — Distribui¢@o de tensdes de cisalhamento na se¢do transversal da viga.
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Fonte: adaptada de HIBBELER (2010), p. 265.

2.4 O Principio de Saint-Venant

Segundo HIBBELER (2010), quando um elemento estrutural (barra) sofre
aplicacdo de carga axial concentrada agindo ao longo do seu centroide, as
deformacfes e tensdes que surgem nas regides proximas ao ponto de aplicacdo da
carga e também nos apoios sdo maiores do que em outras regides do elemento,
gerando uma distor¢do na distribuicdo de tensbes. Contudo, a medida em que a
regido de andlise se afasta destes pontos criticos, as tensfes tendem a tornar-se
uniformes em toda a secao.

A distancia com relacdo ao ponto de aplicacdo de carga e também com
relacdo aos apoios, a qual uma secédo deve estar, de modo que as deformacdes
localizadas provocadas pela carga concentrada sejam despreziveis pode ser
determinada por modelos matematicos com base na teoria da elasticidade.
Entretanto, como simplificacdo, essa distancia pode ser considerada como, no
minimo, igual a maior dimensédo da secao transversal. Essa distancia se baseia
observacdes experimentais.

Conforme BEER (1995), o Principio de Saint-Venant ndo se aplica somente
aos casos de carga axial, mas sim a qualquer tipo de carregamento.

Em resumo, HIBBELER (2010), define o Principio de Saint-Venant da

seguinte maneira:
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O Principio de Saint-Venant afirma que os efeitos localizados
causados por qualquer carga que age sobre um corpo serao
dissipados ou atenuados em regifes suficientemente afastadas
do ponto de aplicacdo da carga. Além do mais, a distribuicdo
de tensdo resultante nessas regifes serd a mesma que a
causada por qualquer outra carga estaticamente equivalente
aplicada ao corpo dentro da mesma area localizada.
(HIBBELER, 2010. p. 86)

Assim, configura-se como objetivo central deste trabalho a analise das
tensdes nas regifes proximas ao ponto de aplicacdo da carga concentrada e, pelo
explanado nesta secdo, ha embasamento na Resisténcia dos Materiais para o

prosseguimento deste estudo.
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3 CONCEITOS E FORMULACOES DA TEORIA DA ELASTICIDADE

3.1 Consideracdes iniciais

De acordo com o exposto anteriormente, na secao referente as formulagdes
da Resisténcia dos Materiais sobre o problema central deste trabalho, ou seja, da
analise de tensbes em regibes proximas ao ponto de aplicacdo de carga
concentrada em vigas, nota-se evidente que, conforme o Principio de Saint-Venant,
tal andlise deve ser realizada de forma especifica, pois as equacbes da teoria
elementar de vigas ndo alcancam resultados tdo proximos das tensdes reais nessas
regides da viga. Desse modo, nessa sec¢do, abordar-se-a, de maneira sucinta, 0s

conceitos da Teoria da Elasticidade sobre tal fenbmeno.

3.2 Efeitos da atuacdo de carga concentrada em vigas

Casos de vigas carregadas com forgas concentradas ocorrem, de certa forma,
com grande recorréncia, configurando-se como um caso de grande relevancia na
engenharia civil. Pode-se citar aqui, as vigas de transicdo de edificios, onde por
motivo de concepcao estrutural e compatibilidade arquitetbnica, servem como apoio
para pilares. Tais pilares ndo podem ter origem diretamente nas fundacdes, sendo
assim, transmitem as cargas provenientes diretamente a viga que lhe serve de
apoio.

Nas vigas onde a distribuicdo de cargas € distribuida ao longo de seu
comprimento, a distribuicdo de tensdes pode ser analisada pelas equacdes da teoria
de flexdo da Resisténcia dos Materiais, obtendo resultados satisfatorios, nao
carecendo de analises mais aprofundadas. No caso de atuacdo de carga
concentrada, tal forca produz perturbagbes na distribuicdo de tensdes na regiao
préxima ao aponto de aplicacdo, demandando um estudo mais detalhado.

Carus Wilson, citado em TIMOSHENKO (1980), foi pioneiro no estudo das
tensdes produzidas pela aplicacdo de cargas concentradas, realizando experimentos

com uma viga de vidro biapoiada, sendo o ponto de incidéncia da carga o ponto
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médio da superficie superior (Fig. 3.1). A carga aplicada € normal ao bordo superior
da viga.

Lancando mao do uso de luz polarizada, tal pesquisador verificou que a
distribuicdo de tensbes, no ponto A (ponto de aplicacdo da carga), nesse caso, se
assemelha a que ocorre em uma chapa semi-infinita com condi¢des semelhantes de

carregamento.

Figura 3.1 — Esquema estatico da viga.

A

XV

D
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Fonte: elaborada pelo autor.

Carus Wilson pode concluir ainda que, ao longo da secao AD, a distribuicao

de tensdo normal o, ndo apresenta linearidade e que, no ponto D, no bordo inferior e

oposto a A, o esforco de tracdo existente apresenta valor menor do que o obtido
pelas equacdes da teoria elementar de flexdo de vigas, da Resisténcia dos
Materiais. Os resultados obtidos foram explanados com embasamento em algumas
hipéteses empiricas de G.G. Stokes?.

Uma outra maneira de obter os mesmos efeitos do sistema apresentado na
Fig. 3.1 é realizando uma associa¢cédo (ou superposicdo) de dois sistemas, conforme
0 exposto na Fig. 3.2. Nas sec¢des mn, np e pq, de uma chapa semi-infinita, ocorrem
tensbes radiais de compressao, como demonstra a Fig. 3.2(a). Eis que atuam, nos
bordos da viga, tensdes radiais de tracdo de mesmos médulos, que tendem a anular
as tensdes de compressao, como mostra a Fig. 3.2(b).

Superpondo as tensdes de compressdo na chapa semi-infinita e as tensdes

de tracéo na viga retangular, aproxima-se do caso analisado por G.G. Stokes.

1 George Gabriel Stokes (1819-1903), matematico e fisico irlandés.
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Figura 3.2 — Superposicdo de tensdes na chapa semi-infinita e na viga retangular.
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Fonte: adaptado de TIMOSHENKO (1980), p. 100.

Na obtencdo das tensdes da viga, utiliza-se a férmula elementar de flexdo. Ja
o momento fletor atuante na secédo transversal AD é calculado levando em conta o
momento reativo gerado por P/2, subtraindo-se o0 momento oriundo das forgcas de
tracdo radiais atuantes em uma metade da viga.

O momento gerado pelas forcas radiais de tracdo pode ser calculado
identificando que estas sédo estaticamente equivalentes a distribuicdo de tensdes
sobre a regido pertencente ao quadrante ab da superficie abc no ponto A, conforme
demonstra a Fig. 3.2(c). Desse modo, verifica-se que tal distribuicdo de tensdes
equivale a uma for¢ca P/z de direcdo horizontal, acrescida de uma forga P/2 vertical,
ambas aplicadas no ponto A.

Dessa maneira, o0 momento fletor, ou seja, 0 momento com relagdo ao ponto
0, é:

—l-—-c Eqg. 3.1
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E ainda, as tensdes de flexdo sdo:

P(l <c 3P(I ¢
TP LA W L Eq. 3.2
7 |(2 ;zjy 203(2 ;zjy a

As tensdes de flexdo devem ser acrescidas de uma parcela decorrente da

tensao de tracao distribuida uniformemente P /(2-z-c), originada da forca de tracdo

P/ = . Obtém-se, portanto, as tensdes normais ao longo da secao transversal AD:

Oy Z%e—%jy +2|z—7[ Eq. 3.3
A expressao (3.3) é igual a obtida por Stokes. Tal expressao foi validada, de
maneira experimental e observando suas limitagdes, através de modernas técnicas
fotoelasticas.
Pode-se obter melhores aproximagcdes quando se considera a atuagao de
uma carga continua e distribuida, aplicada no bordo inferior da viga. O médulo deste

carregamento, no ponto D, é P/ cxz, de modo que se obtém:

3
o, =3_F;(I__Ejy+i+i y_g_s—y Eq 3.4
2c\2 =« 2cr crx\2c 10c
3
SRR A Eq. 3.5
2crt crx\4c 4c

Acrescentando, por superposicdo, as tensbes para uma chapa semi-infinita,

obtendo, portanto, as tensdes totais ao longo da sec¢éo AD.

2P

o, =0 o, =——
z(c+Yy)

X y
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As equacoes citadas fornecem excelente aproximagao em todos os pontos ao
longo da secdo AD, com excecdo dos resultados obtidos para o ponto D. Neste

ponto, verifica-se uma correcéo a formula elementar de viga, fornecida entdo como:

_ 3P + P + P :_0,254.E Eqg. 3.6
2crt 2cmr bcr c

de modo que realizando-se uma verificacdo mais aprofundada, obtém-se

-0,133 P
C

T. V. Karman e F. Seewald, conforme o exposto por BEER (1996), realizaram
estudos mais minuciosos sobre a distribuicdo de tensdes e da curvatura préximas ao
ponto de aplicacdo de cargas concentradas.

Karman utiliza-se da consideracdo de uma viga infinita longitudinalmente e
aplica a solucdo para o modelo de chapa semi-infinita, tendo dois conjugados iguais
e opostos atuando em dois pontos préximos ao seu bordo reto. As tensées na face
inferior podem ser consideradas nulas se levada em conta uma solugéo na forma de
série trigopnométrica, representada, para uma viga infinita longitudinalmente, como

uma integral de Fourier. Assim, obtém-se a seguinte funcao:

cosaxda

¢

B @T(ac coshac + senhac) - coshay —senhacsenhay - oy
Ty senh2ac + 2ac

B @‘” (acsenhac + coshac) - senhay — coshaccoshay - ay
senh2ac — 2acC

cosaxda

7%

Eq. 3.7

A funcdo (Eq. 3.7) apresenta, quando o diagrama de momentos fletores
possui a forma de um retadngulo extremamente estreito, a distribuicdo de tensdes na
viga. Para casos generalizados de cargas atuando na vertical, na direcdo normal,
sobre a face superior da viga, os digramas de momentos fletores correspondentes

podem ser divididos em retangulos elementares, conforme o mostrado na Fig. 3.3.
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Com relacdo a funcao de tensdo, a mesma € obtida integrando-se a expressao ao

longo do comprimento da viga.

Figura 3.3 — Diagrama de momentos fletores dividido em retangulos elementares.

>a4—

A

D

y

Fonte: adaptado de TIMOSHENKO (1980), p. 102

Seewald aplicou esse método de solugéo a vigas carregadas por uma funcao
concentrada P, conforme o casa exposto na Fig. 3.1. Seewald demonstra, portanto,

que a tensdo o, pode ser expressa através da soma de duas parcelas, sendo uma

delas oriunda da aplicacdo da férmula elementar de vigas e, a outra, originaria do
efeito local, devido a proximidade do ponto de aplicacdo da carga. A segunda

parcela, chamada de o', , pode ser expressa na forma S(P/c), sendo £ um fator

numeérico obtido em funcdo da posicdo do ponto para o qual se faz a analise de

tensdes. Os valores de [ sdo mostrados nas Figs. 3.4. As outras duas
componentes de tensédo o, e 7, , também podem ter parcelas apresentadas na

forma S(P/c). Os correspondentes valores de S para as tensdes de cisalhamento

sao expostos nas Figs. 3.5.



Figura 3.4a — Valores de B para tens6es normais na superficie -c.

y=-¢ A Jx’=ﬁ'cg
,yw\ﬁg I
N ~
ff// SRS % 3
S $G$$ 8
30 25 20 15 10 05 ] 05 10 15 20 25 30

Fonte: TIMOSHENKO (1980), p. 103.

Figura 3.4b — Valores de 8 para tensdes normais na superficie -c/2.

c
Y==7F A

| "

Lsislsl 8 & N

¥3F S| § 3

IBSITIS S| © b

“\uj ad
30 25 20 15 10 05 05 10 I5 20 25 3.0

Fonte: TIMOSHENKO (1980), p. 103.

Figura 3.4c — Valores de § para tens6es normais na superficie Oc.

y=0 A
S1Q5nlx] 3 §
NSNS %
TGRS S
- '0 ™ "
10 25 20 15 |0 05 0% 10 15 20 25 3.0

Fonte: TIMOSHENKO (1980), p. 103.
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Figura 3.4d — Valores de 8 para tensdes normais na superficie +c/2.

c
Y=*Z g
e P 'D %..
ISR N 3
TEERY 5 § | &
$ PP + ? + 3?
30 25 20 {5 10 05 05 10 15 20 25 30
Fonte: TIMOSHENKO (1980), p. 103.
Figura 3.4e — Valores de 8 para tensdes normais na superficie +c.
Y=+C B
el 0 -“\"""—m— X
c
oS~ D & &
O o &
RIZERR| § S
?ﬁ??? AR R
3.0 25 20 15 10 05 0.5 (0 15 20 25 30

Fonte: TIMOSHENKO (1980), p. 103.

Figura 3.5a — Valores de 8 para tensdes de cisalhamento na superficie -c/2.

2
Z"xjﬁﬂ'-c—
B --.\
y=-£ — l
o S
U3 § & :
30 20 15 10 05 [SISISIS %1 % 1 x
o 05 1.0 i15 20 3.0 <

v
Fonte: TIMOSHENKO (1980), p. 105.
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Figura 3.5b — Valores de 8 para tensdes de cisalhamento na superficie Oc.

p [
=0 R
Y S
:;‘L? T
3.0 20 15 10 05 S r_x
20 3.0 ¢
Fonte: TIMOSHENKO (1980), p. 105.
Figura 3.5c — Valores de B para tensdes de cisalhamento na superficie +c/2.
A —
y: -ﬁrEc-
Loy
S
30 20 LS5 10 0S5 S QD x
- 0 05 L0 15 20 30 ¢

/

/

Fonte: TIMOSHENKO (1980), p. 105.

Com as figuras 3.4 e 3.5 pode-se proceder a determinacédo das tensdes na
viga para esse caso particular, ou seja, respeitando as mesmas condi¢bes de

vinculacéo externa e de carregamento. Através dos valores de £, realiza-se a adi¢ao
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de uma parcela de tensdo aos valores determinados previamente através das
equacdes expostas no capitulo 3 deste trabalho, chegando assim ao que se propde
na formulacéo proposta por TIMOSHENKO (1980).
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4 CONCEITOS E FORMULACOES DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Na aplicacdo deste método sera utilizado o elemento plano quadrilateral
quadratico da familia Serendipity de continuidade Co, usando a formulacao
isoparamétrica do Método dos Elementos Finitos?. Este elemento sera utilizado no
calculo de tensdes de chapas planas no estado plano de tensées. Sdo denominados
elementos de chapa aqueles cujas cargas externas atuam no seu plano, de modo
que nao haja nenhuma componente dessas cargas normal a este,
consequentemente ndo provocando nenhum deslocamento fora desse plano e,
ainda, que nao sejam incluidas rota¢cdes de nenhum ponto do plano da chapa. Sera
realizado um teste da performance deste elemento para a obtencédo de tensdes em
vigas. A formulacdo isoparamétrica sera apresentada neste capitulo com a

introducdo de um método de aproximacao, visto a sequir.

4.1 Um método de aproximacao

Segundo OLIVEIRA (2013), existem varios métodos numéricos que podem
ser aplicados para a obtencédo de solugbes aproximadas de equacOes diferenciais.
Tais métodos sdo denominados de métodos de aproximacdo. Abordar-se-a, neste
capitulo, um método de aproximacdo desenvolvido com base no método dos
residuos ponderados na forma de Galerkin3.

Seja encontrar uma solucdo para ¢ em Q que satisfaca a seguinte equacao

diferencial,

A(¢)=Lg +p=0 Eqg. 4.1

onde L é um operador diferencial linear e p € independente de ¢ .

2 A exposigdo de conceitos sobre o Método dos Elementos Finitos deste trabalho esta embasada, em
grande parte, nas proposicdes feitas por OLIVEIRA (2013), em suas apostilas e notas de aula. Tal
material, que consiste em extensa pesquisa e referenciada em grandes autores, teve seu uso para
estudo e embasamento tedrico autorizado e cedido, gentilmente, pelo préprio autor, o Prof. Dr.
Wlamir Carlos de Oliveira.

8 Boris Grigoryevich Galerkin (1871 — 1945), matematico e engenheiro soviético.
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A equacdo diferencial (4.1) deve satisfazer as seguintes condi¢cdes de

contorno:

B(¢)=M¢ +r =0, no contorno I Eqg. 4.2

onde M é um operador linear e r € independente de ¢ .

Um meétodo de aproximacdo para obter uma solugdo aproximada gz? de ¢

consiste em fazer,

>

-
1
ASNY
[l
-M:)
_Z

I
[N

Eq. 4.3

Nesse método, o dominio © do problema tem de ser dividido em varios

subdominios Q.. A Eg. (4.3) é entdo aplicada em cada subdominio, onde N; s&o

funcBes de interpolacdo que devem ser definidas em n pontos do subdominio, tais

que

N: =

no ponto |
{l P Eq. 4.4

0, nos demais pontos

4.2 Método dos Residuos Ponderados

Aplicando o método de aproximacao citado anteriormente, o método dos
residuos ponderados pode ser utilizado para obter as incognitas da aproximacgao.

O método dos residuos ponderados se aplica realizando:

JGWjRqdQ=0; j=12,..,n Eq. 4.5

onde Wj séo funcdes de ponderacgéo, e

Ro A(&)EL¢?+D Eq. 4.6
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€ o residuo da aproximacdao. Entéo,

W, Lg+plaa=0 Eq. 4.7

cujo desenvolvimento resultara em
[Kla}={f} Eq. 4.8

De acordo com as definicdes de Galerkin, as funcdes de ponderacao Wj no
método dos residuos ponderados serdo as proprias funcdes de interpolacéo Nj

utilizadas na aproximacéo. Desse modo, fazendo Wj = Nj na Eg. (4.7), tem-se:

I NjLé+plaa=0 Eq. 4.9

4.3 Método de aproximacao via Residuos Ponderados

Para obter valores aproximados de ¢ conforme o método de aproximacao

fornecido pela Eg. (4.3), aplicar-se-a o método dos residuos ponderados na forma
de Galerkin.

Nesse processo, 0 dominio do problema é subdividido em varios
subdominios. Na Eq. (4.3), n serd o numero de pontos de aproximagado que devera
ser usado em cada subdominio. Os subdominios sdo chamados de elementos do
dominio. Os pontos usados em cada elemento do dominio sdo chamados de nos do

elemento. A ordem da aproximacdo de ¢ dentro de cada elemento depende,
portanto, do nimero de nés usados no elemento.

Nesse meétodo de aproximacdo, o parametro ¢3i representa o valor da
aproximacdo de ¢ no ponto i, pois escolhe-se N;, tais que Nj =1 no ponto i e zero

nos demais pontos do elemento. Esse método de aproximacdo ira satisfazer

também as condi¢cdes de contorno do problema, uma vez que serdo usados ha
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solucdo do problema os valores de ¢ no contorno. Serd necessario que, se a
equacao diferencial do problema contiver derivadas de ordem (2m), entdo (2m — 1)

devera ser a ordem das fungfes de interpolacdo N;. As condiges de contorno do

problema devem conter derivadas de ordem até (m — 1), estabelecendo problemas

de continuidade C,_;.

No método de aproximacdo apresentado nesse capitulo, cada fungdo N;

deve serigual a 1 (um) no n6 i e 0 (zero) nos demais nés do elemento (subdominio).

Entdo, para dois pontos de aproximagdo (n = 2), cada fungdo N; deve ser

linear. As fungdes N; no sistema global podem ser escritas como:
X X
lel—z e N2 :z Eq 4.10

Figura 4.1 — Elemento unidimensional com dois pontos nodais e valores pontuais das fun¢des de
interpolacao.

Ny N,

Fonte: OLIVEIRA (2013), p. 12.
Observa-se na Fig. 4.1 que N;=1non6 1ezerononb2eque Ny, =1noné

n=2
2 ezeronond 1, eainda > N; =1 (onde n é nimero de nés do elemento e N; é a
i=1

funcéo do no6 i do elemento).

Considerando-se aproximacgédo quadratica (n = 3), pode-se usar:

3 2 2 4 2 1 2
Ni=1-—X+—X°; No=—7I/X—-X%X); Nia=—I2X“—-/X 411
1 Y EZ 2 £2< ) 3 (2( ) ( )
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Figura 4.2 — Elemento unidimensional com trés pontos nodais e valores pontuais das funcdes de
interpolacéo.

Fonte: OLIVEIRA (2013), p. 13.

Evidencia-se que Ny =1non6lezeronosnés2e 3, No =1noné 2e zero

3
nosnésle3, N3 =1non63ezeronosnésle?2, e que > N; =1.
i=1

O método dos elementos finitos se torna mais efetivo quando se adota sobre
cada elemento um sistema local de coordenadas. As funcbes de interpolacéo
definidas nesse sistema, em coordenadas naturais, podem ser utilizadas em
qualquer elemento, independentemente do seu comprimento / e da sua posicdo em
relacdo ao sistema global de coordenadas.

A coordenada natural do sistema local de coordenadas para problemas
unidimensionais é denotada por &. Nesse sistema, essa coordenada varia, no

elemento, de — 1 a 1, como mostra a Fig. 4.3 para o dominio de um elemento de

barra.

Figura 4.3 — Sistema de coordenadas locais para o dominio de um elemento de barra.

o
£
°

l Js
Uy

(@)
E=0 @

® P

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Nos casos mais elementares, como o mostrado na Fig. 4.3, a origem do
sistema local coincide com o centro geométrico do elemento. Entretanto, esse
conceito ndo se estende a elementos com geometria irregular.

Para cada elemento, as funcdes N; s&o definidas em funcdo de &. A

abscissa x de um ponto qualquer da barra posicionada no sistema global de
coordenadas, conforme Fig. 4.3, pode ser determinada em funcdo da coordenada

natural £ do elemento, ou seja:

2
X=_§1Ni(§)xi =N1(&)xy +Na(5)x2 Eq. 4.12

onde X; e X, s&o, respectivamente, a abscissa do primeiro e segundo nés do

elemento, definidos no sistemas global de coordenadas.
O problema sendo unidimensional, o elemento tem dois pontos nodais. Entéo,

as funcdes de interpolacdo N;(&) que sdo usadas para interpolar a geometria do

elemento, conforme a Eq. (4.12), devem ser lineares, ou seja
Nl(§)=a1+b1cf e N2(§)=a2+b2§ Eq 413

Lancando mao da propriedade que as funcdes de interpolacdo necessitam ter
o valor 1 (um) no n6 onde elas sdo definidas e valor 0 (zero) nos outros nés, verifica-

se para a fungdo Nq(&), que para E=-1 = Nqy(&)=1 e para
=1 = Ny(&)=0, entdo, a; =1/2 e by =-1/2. Logo, a fungdo de forma para o

primeiro no é:

Ny(£) =§(1—§) Eq. 4.14

Analogamente, a funcéo de forma para o segundo né do elemento, sera:

N(£) =%<1+5) Eq. 4.15



50

Ainda de acordo com o critério de Galerkin dos residuos ponderados, cada

funcé@o de ponderacdo W; deve ser igual a funcéo de interpolacdo N; e que deve

atender também as exigéncias de continuidade.

Conforme PINTO JUNIOR (2006), caracteristicas cruciais do Método de
Galerkin sdo “a simplicidade, a generalidade e a sistematicidade tanto em termos de
andlise matematica quando de analise numérica de convergéncia e estabilidade.”
Além disso, é notavel que o Método de Galerkin configura-se como método de
aproximacédo de equagOes diferenciais consolidado e amplamente aplicado na
Mecénica dos Sélidos.

Neste momento, para ilustracdo, é usado o método dos residuos ponderados,

para resolver os seguinte problemas:

1° Exemplo de aplicacdo do método:

Aplicar o método de aproximacéo dos residuos ponderados via Galerkin para
determinar a flecha no ponto central e a declividade nos apoios de uma viga
biapoiada sujeita a um momento concentrado M na extremidade direita, como
mostra a Fig. 4.4. Obter respostas para dois tipos de discretizacdo: (a) com quatro

subdominios de ordem linear; (b) com dois subdominios de ordem quadréatica.

Figura 4.4 — Esquema estatico da viga.

El M
i &

- L ]

Fonte: OLIVEIRA (2013), p. 37.

A equacdo diferencial do problema é

d2y M
El —2 =M(X)=—X 1
dx? (x) L (1)
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M . ~ : :
onde M(x):rx € o momento fletor na secdo da viga distante x da sua

extremidade esquerda.

Fazendo ¢ =y em (1):

2
El—d f—Mx=o 2)
dxc L
d%¢ M o
Comparando L¢+p=0 com EI d—z—rx =0, identificamos que
X
2 . 27
Lo =El gx? e p:—%x. Como R =L ¢+p, entdo Ry =Eljx—f—¥x.
Da Eq. 4.7,
2 ~
ij{Eld—fo)dx -0 3)
0 ax L
cuja solugéo serd também da forma [K]{é}: {f"}.
A integral em (3) seré resolvida aplicando:
’ d2¢? ¢ M B
|=E|j0|\|i dxzdx—joNiTxdx:O > 1=(EDl -1, 4)
A primeira integral tem resultado igual a:
Al ~
I, =|N. d¢ _J'[ didﬂdx
dx 5 0 dx dx
dg] dN; dg M
em(@ > BN —Er MNP N Mg -0
dx 0 0 dx dx 0 "L
ou seja:
. Al
[ Eldﬁd—¢+NiMx dx = El Nid—¢ (5)
0 dx dx L dx 0
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Substituindo na integral em (5) as derivadas com relacdo a variavel global x

n
pelas derivadas com relacéo a variavel local & e fazendo x =3 N; (&)X , tem-se:
1

A ~
g NP AMEN o)x |de =Bl N (£) 32
I (EI i d§+N.(§)L§N.<§)x.Jd§ E{N.(:)dx}0 ©

- Solugéo para o item (a):
Considerando o subdominio de comprimento / e funcdes de interpolacéo

lineares no sistema local de coordenadas naturais, pode-se usar, entdo, para n =2,

lel—%eNZ:% (7)
= BN = Nudy + Ny =[1-E )4+ £ 4
¢ = .lei¢| = N1¢_|_+ N2¢2 = (1—zj¢_l_+z¢2 (8)
1=
dj_ 15 1
4z St 2 9)
Parai=1-> lel_é e %:_}
l dé l
Em (6):

B2 2 S v e -]

cuja solucéo é

/ dx 0
Assim,
1. 1. dg M/
El=¢, —El =¢, = -El— ——(2X7 + X 10
Jh-ElS4 o 6L( 1+X%2) (10)

Parai:29N2:§ e d&:%

P
O T B SO S IR AL L1 G W _ d¢
Em (6): IO{EIZ( £¢1+£¢2j+£ LKl fjx1+gx2}}d§_El{N2 dx}
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Portanto,

——(xg + 2x5) (11)

1. 1.
—El=¢ +El=¢, =ElI
€¢l €¢2 6L

dé M/
dx|
xX=/

Colocando as equacdes (10) e (11) na forma matricial encontra-se o sistema

de equacdes para aproximagao linear da fungdo ¢ no subdominio de comprimento

/, ou seja:
1 11(s dg Mf( )
oo |91 TR T @Xene + X2ons
/ / B X|s o 6L
El = . (12)
Sl é +m192 —W(x ; + 2X )
/ / 2 dx - 6L 1°né 2°no6

Sendo que Xppg Significa a abscissa global da enumeracdo do primeiro

ponto nodal do elemento e Xoo,4 & abscissa global da enumeragédo do segundo

ponto nodal do elemento.

A solucdo aproximada para o item (a) consiste em usar quatro subdominios
de ordem linear, como mostra a Fig. 4.5.

Figura 4.5 — Divisdo da viga em quatro subdominios.
EL. 1 EL. 2 EL.3 EL. 4

$IT$2 T$z _l—$4 T$
3 4 5

2
~0  x=L/4 x=20/4 x=3LI4 x=L
e e e | e ]
| | |

;I‘ —

h

X

Fonte: OLIVEIRA (2013), p. 41.

Para o 1° subdominio: [K]1{¢3}1 = {A}l

Em (12) com Ez% , X1=0 e xzzﬁzi vem que:



El|l+4 -4
L|-4 +4

Para o 3° subdominio: [K ], {4’3}3 = {fn}a
2L

Em (12) com K:E,x3:2£:—:
4 4

EI[+4 -4
L|-4 +4

_g Y _ML
B dAx 0 96
L
dx| L 48
X=—
4
2L L
Xq =2/ =—=—, vem que
3 2 2 q
_g 94 _ML
dx L 24
— R 4
-
dx 2L 96
4

Para o 4° subdominio: [K ], {4}, = {f |,

3L

Em (12) com K:% , x4:3€:7 e x5:4£:%:L, vem que:

EI[+4 -4
L|-4 +4

% e X4:342%

_g 92
dx

El d—¢
dx

_E|d_¢
dx

El d—¢
dx

_ 7ML
2 96

X=
4

_ML
s 12

X=""
4

_ 5ML
s 48

4

1ML
96

X=

x=L

, vem que:

54

(13)

(14)

(15)

(16)
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Fazendo o acoplamento dos quatro subdominios, basta agrupar as equacdes
(13), (14), (15) e (16) em uma s6 equacao. Dessa forma,

4 -4 0 0
-4 8 -4 0
Elo 4 8 -4
“lo o0 -4 s
O 0 0 -4

0 ||a
0 1|4,
0 \4;
-4 ¢?4
4 14,

g2 M

dx %

x=0

ML

16

ML

8

_9ML
48

g 94 1ML
dx| 96

L

(17)

que é a equacdo para a deformacdo da viga sem considerar as condicbes de

contorno do problema.

As condic¢des de contorno sdo: ¢ =0emx=0e ¢ =0emx =L.

Fazendo gz?‘r = ¢|r’ e usando as condi¢Bes de contorno, tem-se ¢;=0 e

~

¢s=0. Consequentemente, o sistema da Eq. (17) torna-se:

8 -4 0]|é
%[—4 8 —4 s
0 -4 8 ||

cuja solucéo é

_ML
16

_ML
8

_9ML
48

(18)
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_ 5ML?
128El
b ML2
¢3¢1=1 16El (19)
4
_IML?
128El
: o ML?
O valor aproximado da flecha no centro da viga é ¢, = ~16E1 "

Inserindo as condicdes de contorno e os valores de ¢; (i =2, 3, 4) na primeira e

na ultima equacéo do sistema (17), encontra-se:

dg| __ML o d9 _ML (20)

dx =0 6El dx el 3El

que correspondem as declividades aproximadas da viga em X=0 e x=L,

respectivamente.

- Solucéao para o item (b):

Neste item as funcdes de interpolacdo sdo do tipo quadraticas. Cada
subdominio deve possuir, entéo, trés pontos de aproximacao (n = 3). As funcbes de
interpolacdo sdo as mesmas das Eqs. (4.11), porém substituindo a variavel x pela

variavel ¢, tal que ¢, varia, em cada elemento, de 0 a 1 (0 <ELY )

2

3 2 4
lel—zg-l'g—zéj f ——2

(zg g) e Nj =€i2(2§2 ﬁé)

A Fig. 4.6 mostra o subdominio de trés nés (n = 3).



Figura 4.6 — Subdominio de trés pontos nodais.

Unico elemento
L N

———— ——
X x=(/2 x=/
@® @ ©),

AN A AN
¢, ¢, }s

Fonte: OLIVEIRA (2013), p. 45.

df_( 3,4 A 1
02 e G 0-20)d0 S a0
- 13,22 o ONy_ 3 4

Parai=1 > N;=1 €§+£2§ e dz £+£2§

Em (6), vem

ﬁ{ ﬂé-i m+§@2@m+%Mé@m}
(1——§+£§ JMK1——§+ingx1+i2(€§—§2)x2 +i2(2§2—€§)x3}}d§

02 L 02 1 1

_ d¢

E{NldJO
cuja solucéo é

IR T R dff _amM M M
3 P2+ 3,93 = Eldx‘xzo 1501502 300 ®

dN,

. 4 2
Parai=2 2> Ny =—\/&- e

420
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(20)

(21)

(22)
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Em (6), vem

4 (3 4 4 1
e e-20](-20 S Se-2d s Sas-0da]

iz(ff § H 1—§«:+f§2jxl+fi2(fé—éz)xz+f2(2f52—ff)Xs}}df

8EI 16El , 8EI - (M 8M ¢ M
_c= L\ LI . LV 23
¢1 z¢2 TR T AR T (23)

Parai:geNg,_iz(zgz z(:) %:%(45—5)

Em (6), vem

¢ 1 3 4 4 1 .
JO{EIE—Z(%—@K—T[—Zéjqﬁ + gl 2§)¢2+£—2(4§—f)¢3}

(2§ —65)—{( —% 32 j iz(fi £k, +—(2§ —M)Xa}

d¢
N
Assim,
. 8EI 7EI dq? ‘M ‘M 20 M
— - — — X Xy — e — 24
¢1 ¢2 ¢3 dxng F LN T EL R 5L (24)

Dispondo as equacgbes (22), (23) e (24) na forma matricial, o sistema de

equacdes para um subdominio de comprimento / é



59

dg 20 M ‘M (M
—EI_ ___Xloné___xzoné+__x3°né
dx| , 15 L 15 L 30 L
El 7 -8 171|4
3— _8 16 _8 ¢2‘2 = _%%Xloné_f_é%XZOné_%%X:gOné (25)
1 -8 7|4
dg (M ‘M 20 M
+EI_ +__X10né___X20né___X3°né
dx| , 30 L 15 L 15 L

sendo que Xppg, X20ng € Xzopg COrrespondem a abscissa global da enumeracgéo

do primeiro, segundo e terceiro pontos nodais de cada elemento, respectivamente.
Neste item, a solucdo do problema consiste na utilizacao de dois subdominios

de ordem quadrética. A Fig. 4.7 mostra o dominio discretizado em dois subdominios.

Figura 4.7 — Dominio discretizado em dois subdominios.
EL. 1 EL. 2

/-—/\—_\ /—_/\——\
x=0 x=L/4 x=2L/14 x=3L/4 x=L
®

0 5
1 2 3 4
A A A
o F E r

Fonte: OLIVEIRA (2013), p. 47.

S>> Ml
h

Para o 1° subdominio:

Levando / =%, X1 =0, X, =% e X3 :% na equacao (25),

_g 94

dxX=0

- 7 -8 1[4 ML

I_B 16 -8id, = ETY (26)
1 -8 7|4

+Eld—¢ _ ML
dXx:E 24

2



Para o 2° subdominio:
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Levando /¢ :E, X3 =E, Xq :ﬂ e X =L na equagéo (25),
2 2 4
_gd¢ _ML
dx|, L 24
2
7 -8 11(é
% —8 16 —-8[dst= _ML @7)
1 -8 7 ||és 4
+Eld—¢ _ML
dx oL 12
Utilizando as equacdes (26) e (27), o sistema de equacdes para o dominio é
_E|d_¢
dx =0
_ML
7 -8 1 0 0] ¢Al 12
oE] -8 16 -8 0 O ¢52
S0 8 14 -8 1 b= —% (28)
O O -8 16 -8 ¢A4
O 0 1 -8 7| ¢55 ML
0
g d4 ML
dx w12
_ =0 em x=0
Condicdes de contorno
=0 em x=L
Fazendo é‘r :¢|r’ entao ¢31=0 e ¢35 =0. Usando (28), a flecha no

centro da viga é ¢, = —

ML?
16EIl

. A declividade nos apoios é determinada através da
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primeira e quinta equacdes do sistema (28) que resulta em d—¢ :—&
dx 6El
x=0
dg| ML
dx|. . 3El
x=L

2° exemplo de aplicacdo do método:

O objetivo deste exemplo é demonstrar como 0 método exposto na secdo anterior
pode ser usado para obter uma solucdo aproximada de um problema fisico. Tal
problema consiste na determinacdo do deslocamento vertical y(x) para uma viga
biapoiada sujeita a um carregamento constante q. A viga e seu diagrama de

momento fletor s&o mostrados na Fig. 4.8.

Figura 4.8 — Esquema estético da viga (a) e diagrama de momento fletor (b).

v
. ’ q
R
(a) -
El X
< L >| o __.5 qL4
Ymax. ™ 3R4E]
=
(b) X
M(x)
Fonte: OLIVEIRA (2013), p. 53.
A equacéo diferencial da viga é
Elﬂ—M(x):O (1)
dx?
com as condi¢des de contorno:
YO =0, yy=0e ¥ _o @

dx|,_L

X=—
2
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O coeficiente El representa a resisténcia da viga a flexdo e M(x) € a equacao
do momento fletor. Neste exemplo, M(x) =gxL/ 2 —qx?/ 2.

Uma equacgao aproximada para o deslocamento vertical da viga que atende

as condi¢bes de contorno é:
y(x)= A sen ”—LX (3)

onde A é um coeficiente a ser determinado.

A solucédo exata da equacao diferencial, para pequenas deformacdes, é:

<
—~
X
~
I
E

(- x* +2Lx® - x) 4)

No Método de Galerkin, a integral IWi (x)R(x)dx €é avaliada usando para

W;(x) as mesmas fun¢Bes que sdo usadas para a solucdo aproximada. Neste
exemplo, ha somente uma funcdo de ponderacédo, W; (x)=sen 7z X/L. A integral

da equacao do residuo é:

L

2
sen ZX| _El AZ sen ﬁ—x—(qLXIZ—qXZIZ) dx =0
0 L L L

A integracao produz

2 3
_BIz* \ 2q l' o
2L V4
logo,
4qL°
A=— 14
7°El (14)
e a solucao aproximada é
4
y(x)=- 4L gen ZX (15)
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4.4 Conceituacdo do Método dos Elementos Finitos

Ainda segundo OLIVEIRA (2013), o Método dos Elementos Finitos € um
procedimento numérico para resolver problemas fisicos regidos por equacgfes
diferenciais ou teoremas de energia. O método tem duas caracteristicas que

distinguem de outros procedimentos numericos:

(a) O método utiliza uma formulacéo de integral para gerar um sistema de equacdes
algébricas.
(b) O método usa fungdes continuas seccionalmente para a aproximacdo das
variaveis fisicas, que no caso de problemas unidimensionais de continuidade Co,
onde0 < ¢ <L

O método dos elementos finitos pode ser dividido em seis passos basicos.

Estes passos séo listados aqui e ilustrados nas proximas secdes, de acordo com
OLIVEIRA (2013):

(1) Discretizar a regido. Inclui, neste passo, a localizacdo e numeracdo dos pontos
nodais bem como especificar suas coordenadas.

(2) Especificar a equacao para a aproximacao das variaveis fisicas. Esta equacao é
escrita em termos das variaveis fisicas do elemento. Dependendo do grau das
funcdes de interpolacdo, define-se o nimero de graus de liberdade do elemento.

(3) Desenvolver o sistema de equacdes. Usando o método de Galerkin, é avaliada a
integral dos residuos ponderados. Na formulacdo da energia potencial, a energia do
sistema é escrita em fungéo dos deslocamentos nodais e depois € minimizado com
relacdo a esses deslocamentos.

(4) Fazer o acoplamento das equacdes a nivel global. Inclui, neste passo, a entrada
das condic¢des de contorno.

(5) Resolver o sistema de equacdes.

(6) Calcular as quantidades de interesse a nivel de elemento.

A aplicacdo do método dos elementos finitos na solucéo de alguns problemas

referentes a céalculo de tensdes, como proposto nesse trabalho, sera vista adiante.
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4.5 Estado Plano de Tensdes e Deformacdes

Nesta secdo ver-se-a as equacdes fundamentais da teoria da elasticidade
linear aplicadas no método dos elementos finitos no caso de se utilizar elementos
bidimensionais. Elementos bidimensionais s&o elementos planos tais que duas
coordenadas sdo necessérias para definir a posicdo de um ponto na superficie do
elemento. Os elementos sdo conectados por nés comuns ao longo de lados comuns
para formar estruturas planas continuas. Elementos planos sdo muito importantes

para a analise no estado plano de tensfes e deformacdes.

4.5.1 Equacgbes Basicas da Elasticidade Linear

A Fig. 4.9 mostra um elemento infinitesimal de dimensdes dx, dy e dz e o

campo de deslocamentos u, v e w do elemento.

Figura 4.9 — Elemento infinitesimal e seu campo de deslocamentos.

w

u

Fonte: OLIVEIRA (2013), p. 175.

O vetor de deformacdes do elemento, usando as equacdes deformacao-

deslocamento na elasticidade linear tridimensional, é dado por
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£, ou/ox
y ov /oy
ow/oz
e} = 171 = / Eq. 4.16
Yy ou/dy +0v/ox
Yye ov/0z+0w/0y
Yz OwW/0x+du/oz

As equacdes constitutivas (ou equactes tensbes-deformacdes) para solidos
elasticos lineares homogéneos sdo dadas pela Lei de Hooke generalizada para

materiais isotropicos como,

o, =(A+2G)s, + e, + Ag,
o, =& +(1+2G)e, + Ag,
o, =&+, +(A+2G)e,

Eq. 4.17
Ty =G 7y
T, =G 7y,
’CXZ :G j/XZ
onde,
vE E
A= G=—— Eqg. 4.18
[+ )-2v) © = 2(1+v) q
sendo,

E ... mddulo de elasticidade longitudinal do material
G ... modulo de elasticidade transversal do material

v ... coeficiente de Poisson

4.5.2 Estado Plano de Tensodes

Estado plano de tensdes é definido ser um estado de tensbes no qual a
tensdo normal e as tensdes de cisalhamento perpendiculares ao plano sao

consideradas nulas. Por exemplo, as figuras 4.10(a) e 4.10(b) mostram que as
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chapas sdo submetidas a carregamentos no plano xy; a tensdo o, e as tensdes de

cisalhamento t,, e t, sdo consideradas nulas. Geralmente, no estado plano de

yz
tensdes, a dimenséo do corpo na dire¢do z € pequena comparada com a dimensao

nas dire¢des no plano xy.

Figura 4.10 — Chapas submetidas a carregamentos no plano xy.

= — L i
y Z
(a) (b)
2 y
L ’ %

Fonte: OLIVEIRA (2013), p. 177.

Como o, =0 e 1,, = 7, =0, as tensdes ndo nulas sao representadas por

Xz

{o} = 4o Eq. 4.19

e sao funcbes somente de x e y. As componentes das correspondentes

deformacbes séo:

e} = &y Eqg. 4.20

Ent&o, apenas as componentes u e v dos deslocamentos serdo consideradas.
A deformacgéo na direcdo z é fungéo das deformacdes nas direcdes x e y e pode ser

calculada por:



A

& :_/1+2G(gx+gy)
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Eqg. 4.21

Usando as equacodes (4.18) e (4.21), as equac0Oes (4.17) para o estado plano

de tensodes, tornam-se:

ale_vz(gx+vgy)
O-yzl_vz(vgx"'gy)
_E
v T 2ev) Y
ou,
o, £ 1 v O &y
oy = 1,2 v 1 191/ &,
Txy 00 2 Xy

Na forma matricial compacta, a Eq. 4.23 pode ser apresentada como:

to}=[D]ie)

onde,

O B <

é chamada de matriz de elasticidade ou matriz constitutiva.

Eq. 4.22a

Eq. 4.22b

Eq. 4.22c

Eq. 4.23

Eq. 4.24

Eq. 4.25
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4.5.3 Estado Plano de Deformacdes

O estado plano de deformacfes é definido por um estado de deformacgdes no

qual a deformacéao ¢, normal ao plano xy e as deformagoes de cisalhamento y,, e
7yz s@o consideradas nulas. Na direcdo z, a area da secdo reta do corpo €

constante. As cargas agem somente nas dire¢cdes x e/ou y e ndo variam na direcao
z. As figuras 4.11(a) e 4.11(b) mostram dois exemplos de estruturas submetidas ao

estado plano de deformagdes.

Figura 4.11 — Estruturas submetidas ao estado plano de deformacdes.

(b)

Fonte: OLIVEIRA (2013), p. 179.

Pode-se assumir que o deslocamento w na direcdo z é desprezivel e que 0s

deslocamentos u e v sdo fungdes somente de x e y. Entdo, ¢, =0, y,, =y,, =0 e as

tensdes sdo agrupadas similarmente como no estado plano de tensdes, isto €,

{O'} = 0 Eq. 4.26
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A tensdo normal o, depende das outras componentes e pode ser calculada

por
o,=V (GX +O'y) Eq. 4.27

Neste caso, as equacodes (2.17) se tornam,

E@-v) Ev
_ Eq. 4.28
T ev)-20) O T e )—20) d. %254
Ev E@1-v)
= Y e +—c Y Eq. 4.28b
D ) -2v) O T ev)—20) q
E
= Eq. 4.28
D T o) . #.28e

Colocando as equacdes (4.28) na forma dada pela Eq. (4.24), a matriz de

elasticidade para o estado plano de deformacdes €,

. 1-v 1% 0
Dl=—+——— 1% 1-v 0 Eqg. 4.29
ol (1+v)@-2v) o o Ll-2v a
2

4.6 Elementos Isoparamétricos e Integracdo Numeérica

Objeto de estudo desta secéo é a formulacéo isoparamétrica* do método dos

elementos finitos aplicada na andlise do estado plano de tensbes. Serao utilizados

4 Formulacao na qual as funcdes de interpolagdo da forma (geometria) do elemento sdo as mesmas
utilizadas para interpolar as variaveis fisicas do problema.
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elementos da familia Serendipity®. Para determinar os elementos das matrizes, sera

utilizado o método numérico conhecido por quadratura de Gauss-Legendre.

4.6.1 Elemento Quadrilateral Isoparamétrico de Taig

O elemento de Taig possui quatro nés, como mostrado na Fig. 4.12.

Figura 4.12 — Elemento de Taig.

n

<

Fonte: OLIVEIRA (2013), p. 249.

As funcdes de interpolacao para este elemento séo:

Ny = 2= )A-n) N, =7 (1+E)A-1)

1 1 Eq. 4.30
Ny =7 (1+)d+m); Ny =2(1-2)(1+7)
Em problemas de continuidade C; na andlise do estado plano de tenses e

deformacOes, as variaveis fisicas sdo os deslocamentos u e v nas direcdes x e vy,

respectivamente, definidas pelas seguintes aproximagoes:

5 Nome inglés relativo a habilidade de fazer descobertas por acaso. Tal denominacéo deriva do fato
de que essa familia de elementos possui suas fungfes de interpolacédo originalmente determinadas
através de tentativas.
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u =241Niui e V= iNivi Eq. 4.31
1 1

Na formulagéo isoparamétrica, as fungbes N; s&o as mesmas utilizadas para

interpolar a geometria do elemento, ou seja:

4
x=>Nx e y=3Ny; Eq. 4.32
1

1

O campo das variaveis do elemento é:

- Eq

v
4.33
Onde:

N, O N 0O N O N 0
IN]=| * ’ ° ‘ Eq. 4.34

O N ON O N, O N,

e

{d}ez{ul Vi Uy Vp Uy V4}T Eq. 4.35

4.6.2 Matriz de Rigidez do Elemento

[K]. =[] [ Bl [D][Bldv Eqg. 4.36

\

O vetor de deformacdes é:



8_u
OX
&y ov
{g} = gy = ay
7xy
ou ov
N + N
oy oX
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Eq. 4.37

Derivando os deslocamentos u e v da equacdo (4.31) com relacdo as

coordenadas globais x e y, tem-se que:

ou 40N, YR )
Mg Wiy, D_gMN,
oX 1 OX oy T oy
e
4 4
a_“+@=25ﬁul N,
oy ox ‘T oy T OX

N, ON, 0 ON, 0 ON, 0
OX OX OX OX

ON; ON; ON, ON, ON, ON;, ON, ON,
oy ox oy ox oy OX oy OX |

ou, simplesmente:

Eq. 4.38a

Eq. 4.38b

Eq. 4.39

Eq. 4.40

Como as funcbes de forma sao definidas em fungdo das coordenadas

naturais & e n do sistema local, deve-se fazer:
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N, _ N, ox N, oy

bt Eq. 4.41a
o0& ox of oy o
e
ON; _ N, ox | N, &y Eq. 4.41b
on oX on oy on
gue na forma matricial, tornam-se:
N Tox o ay](en,
o0& o0& o0& || ox
— Eq. 4.42

| |ex oy ||en
on on on

A matriz quadrada da equacdo (4.42) é a matriz jacobiana que relaciona a

derivada das fungcdes N; com relagdo as coordenadas globais com a derivada de

N; com relacdo as coordenadas naturais, ou seja,

o oy
s

[9]= Eq. 4.43
OX oy
lon  on

As derivadas das fungBes N; com relagdo a x e y podem ser determinadas

usando a equacéo (4.42), fazendo:

oN, [ ox oN

OX o0& o¢
_ Eq. 4.44

on
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Os elementos da matriz jacobiana % Q % e ﬂ sao obtidos pelas
o o5 on  On
derivadas de x e y dadas pelas equacdes (4.30) com relacdo as coordenadas

naturais & e n do sistema local, ou seja:

oX 0 (< 4. ON.
- = NiXi = —IXi
o¢ 55[21: ) ;85
0 (< 2, ON.
Q:_(ZNiyijzz_lyi
oc 0e\4 T 0 £q. 4.45
%—i(iNx]—i%x
on on\T ') Tom
oy 0 (4 j 40N,
A AL Ny, [=2.—=V,
on on 21: 21:677
A matriz jacobiana, Eq. (4.43), é entdo:
& oN, 40N, ]
Z_Xi — i
T 08 T 0
[9]= Eq. 4.46

ou,
[ON, ON, 9Ny 0N, ]r,
1 Yi
0c 0c 08 05 |ly
— 2 2
9]= Eq. 4.47
ON, ON, oN, oN, || Yo
Lon oy oy an |LFe Ve
Fazendo uso da inversa de [J] na Eq. (4.44) obtém-se, portanto, as derivadas
ON; ON; . . . ~
v e a_yl Com estas derivadas pode-se determinar a matriz da equacgao (4.39)
X

para obter a matriz [B] da equagé&o 4.40 como:
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Ny, o N, g 0Ny o ON,
OX OX OX OX
[B(&,m)]=| O 6@':'/1 0 68'2'12 0 853 0 aal\; Eq. 4.48
N, N, &N, oN, N, oN, oN, oN,
oy oOXx oy oOx oy oOXx oy @ OX |

Para determinar a matriz de rigidez do elemento, Eq. (4.36), falta expressar o
volume elementar dV no sistema global de coordenadas. Na anélise do estado plano

de tensdes e de deformacdes, o elemento de volume dV é:
dVv =tdA Eq. 4.49
onde t é a espessura do elemento e dA é o elemento de area no sistema global.
Posteriormente, ha se fazer a transformacéo da area elementar dA do sistema

global para a area elementar no sistema local. A Fig. 4.13 mostra a area dA nos
sistemas local e global de coordenadas, conforme ZIENKIEWICZ (1977):

Figura 4.13 — Area dA no sistema local (a) e no sistema global (b) de coordenadas.

(a) (b)

Fonte: OLIVEIRA (2013), p. 255.
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Os vetores diferenciais da e db séo:

- OX, .z OY ..
da=—d —d
o §§+8§ &1
Eq. 4.50

- OX ., 0OY .
db =—d¢&&+—d
on ¥4 on nn
O diferencial de area dA no sistema global pode ser expresso como sendo,

dA = (dd xdb).8 Eq. 4.51

onde ¢ é o vetor unitario normal ao plano formado pelos vetores diferenciais da e

—

db.
Substituindo os vetores diferenciais da equacao (4.50) na equacao (4.51),

tem-se que:

oX oy oy OX
dA =| LY gedy - DY Xged Eq. 4.52
[aéan“ aganMJ A

O elemento de area dA da equacao (4.52) é, portanto:

_[ Xy oy ox
A = (% on o anjdgdn Eqg. 4.53

A expressao entre parénteses da equacao (4.53) representa o determinante
da matriz jacobiana definida na equacéo (4.43). Portanto a equacéo (4.53) pode ser

reescrita como:

x
_det| 96 ¢
dA = det x oy d&dn Eq. 4.54

on on
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ou simplesmente
dA = det[J]d&d 7 Eq. 4.55

onde o jacobiano (determinante da matriz jacobiana) é

[ox oy
oc o
det[J] = det Eq. 4.56
OX oy
on  on

Assim, o elemento de volume dV dado pela equacdo (4.49) é

dV =tdA =tdet[J]d&d7 e, desse modo, a matriz de rigidez do elemento é definida

como.

KL=t[ | BenT Dl netla(enlzn Eq. 457

4.7 Elemento Plano Quadrilateral Isoparamétrico Quadratico da Familia
Serendipity

Um elemento amplamente utilizado na analise do estado plano é mostrado na
Fig. 4.14. Esse elemento tem oito nés no contorno. As funcdes de interpolacéo

devem ser, portanto, quadraticas.
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Figura 4.14 — Elemento plano quadrilateral com oito pontos nodais.

Fonte: OLIVEIRA (2013), p. 268.
Com a utilizac&o das variaveis
So=¢&E e mg=nn; i=1,..,8) Eq. 4.58

as funcdes de forma Standard da familia Serendipity sdo dadas por:
N6s dos cantos (i =1, 2, 3, 4):

Ni(£.17) = %(1+§o)(1+ 70 )(&0 +170 —1) Eq. 459

N6s do meio dos lados:

1

Em & =0 => Ni(é,n):i(l—fz)(1+no) Eq. 4.60a
Em 73 =0 = Ni(£m) =5 (1-7?)(L+ &) Eq. 4.60b

4.7.1 Matriz de Rigidez do Elemento

A matriz de rigidez do elemento é dada por:

[Kle = [ [B]T[D][B]dV Eq. 4.61
V
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Como as fungbes de forma do elemento sdo definidas em coordenadas

naturais & e n7 do sistema local,

[K]eztf_ I_[B(én) [DI[B(&,7)] det[ I(£,7)] d&dn Eq. 4.62

onde t é a espessura constante do elemento.
A matriz [B(&,7)] se torna,

N, N, o
OX oX
oN oN oN
[B(¢.m)]=| 0 5 ° & > Eq. 4.63
N, N, N, N, N,
oy oOXx oy 0ox oX |

A matriz jacobiana é a mesma matriz definida anteriormente pela equacao
(4.43), ou seja,

ox oy
o5 0¢
[J]= Eq. 4.64
ox oy
o On
sendo que, para esse caso,
a_X—i iN X — . %X
o os\ T T 05
a_y:i ZslN.y. = ; % .
a a 171 a I
s O ; ; d Eq. 4.65
ox _ 0 SN, :Zaﬂ |
on  on\7 T on
oy 0 (< & ON,
PP Ny | =2, =Y
on  on 21: Z1“<9f7
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As derivadas ON;/0x e ON;/dy que aparecem na equacdo (4.63) sdo

determinadas pela equacéo (4.44), ou seja,

N | Jox oy [N
o X o& o | | o&

N |ax ay| |N

oy | On On on

4.8 Integracdo Numérica Unidimensional

Seja a integral | definida por
1
=] lG(é )dg
onde G(¢) é um polinémio de ordem p da forma
G(£) = ap +oué + crpE” +++++ P
Comparando a equacao (4.68) com a equacao (4.67), tem-se que
1 5 0
| = j]-(ao +a1§+a2§ +"'+0{p§ )dﬁf

cuja solucdo analitica é:

2|1 3|1 p+l
I=a0§|f1+a1§— +a2§— +tota, ¢
2, 31, p+1
a

| =2y + 2+t 22 1 (~1)]
3 p+1

Eq. 4.66

Eq. 4.67

Eq. 4.68

Eqg. 4.69
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A quadratura de Gauss consiste em aproximar a solucéao da integral I, de tal

forma que

= [ G(E)dE =WG(4) +W,G(&,) + - +W,G(&,) Eq. 4.70

onde n é o nimero de pontos de integragdo ou pontos de Gauss, & é o valor da
coordenada natural do ponto i (i = 1,..., n) e W; é a ponderacgéo do ponto i.
Inserindo G(&) da equacgao (4.68) para & =& (i=1,..., n) na equagao (4.70),

tem-se que

~ 2
| :Wl(ao +0(1§l+0[24§1 +~-+ap§1p)+
Wy (ag + a1éo +a2§22+---+ap§§)+---+ Eqg. 4.71

2
Wh(ag +a1ép + oy +"‘+ap§r$)

Ainda de acordo com OLIVEIRA (2013), comparando as equacdes (4.71) e

(4.69), evidencia-se que:

Wi +Wsy +---+ W, =2
W18 +Woéo +--+Wpép =0

Wil +Wolg +- + W, &2 =§ Eq. 4.72
p p p_ 1 [ p+1]
Wlé:l +W2(§2 +"'+Wn n = m 1—(—1)

No sistema da equacdo (4.72), ha n valores de W, n valores de &, e 2n
incognitas. Como, nesse sistema, ha (p +1) equagdes, entdo, uma solucdo sempre
sera possivel quando 2n=p+1. Portanto, a quadratura de Gauss integra

exatamente um polinémio de grau p com n pontos de integracéo, sendo:

n ='OTJrl Eq. 4.73
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Utilizando a equacao (4.73), constroi-se a Tabela 4.1:

Tabela 4.1 — Grau do polinémio a ser integrado em funcao do nimero de pontos de integracao.

N° (n) de pontos de Grau (p) do polindbmio a
integragao ser integrado
1 1
2 3
3 5
4 7

Do sistema da equacéo (4.72), tem-se que:

a) Para um ponto de integracéo (n=1= p =1):

W, =2
Eq. 4.74
W, =0=¢ =0
b) Para dois pontos de integracdo (n =2 = p =3):
W, +W, =2
W, & +W, &, =0
2 Eq. 4.75
W, 512 +W, 522 = g
A 6513 +W, 6523 =0
que formam um sistema néo linear de equacdes, cuja solucao é
W, =W, =1
1 Eq. 4.76
& =-&, =——==-057735027

V3
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c) Para trés pontos de integracdo (n =3 = p =5):

W, +W, +W, =2
W, & +W, & +W, &, =0

2
W, 512 +W, 522 +W, 532 = §
. . 5 Eq. 4.77
W, & +W, &5 +W, 85 =0
2
W, 514 +W, 524 +W, 534 = g
W, 515 +W, 525 +Wj 53? =0
A solucao do sistema néo linear da equacéo (4.77) é:
5
W, =W, = 9" 0,555555556
W, = 8_ 0,888888889
9 Eq. 4.78
& =-& = —E =—0,77459667
é:z =0

Esse procedimento deverd ser utilizado para determinar as coordenadas

naturais &; e os pesos W; (i = 1,..., n) para outros valores de n.

4.9 Integracdo numérica em duas dimensdes

Continuando com o embasamento tedrico em OLIVEIRA (2013), para obter a
integral

1 1
| = j_l f_lG(f,n)dgdn Eq. 4.79
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utilizando a quadratura de Gauss, avalia-se a integral interna fazendo 7 constante,

isto &,
1 n
I1G(r§,f7)d§=_21\/ViG(r§i,77)=F(77) Eq. 4.80
a -
Avaliando a integral externa de maneira similar,
1 n n n
|= [ F(p)dn =Y "WF(n,)=>W,>WG(&.n,)
-1 j=1 j=1 i=1
ou seja,

':I_lf_lG(ég’”)dégd’Fi 2Wj W, G(&.7;) Eq. 4.81

=1

Na expressdo anterior, a quantidade de pontos de integracdo é o igual em
cada direcéo (¢ e 7). Tal fato ndo se configura como regra. Ha casos em que existe

vantagem em usar numeros diferentes de pontos de integracdo em cada direcao.
A Fig. 4.15 mostra a posi¢cao dos quatro pontos de integracdo para a solucao

exata de integrais de polinbmios de terceira ordem em cada direcao.

Figura 4.15 — Posicdo dos quatro pontos de integracdo para solu¢@o exata de integrais de polinémios
de 32 ordem em cada direcao.

+1

O+
Ow

O =
Ow

Fonte: OLIVEIRA (2013), p. 291.

Usando a enumeracao dos pontos de Gauss como mostrado na Fig. 4.15, as

coordenadas destes pontos séo, parak =1,..., 4:



1

§1Z§4=_T’ 52253:""

3
1

771=772=—ﬁ, Ny =1, =+

e os correspondentes pesos sdo parak=1, ..., 4

[ERN

-5

&

W, =W, =W, =W, =1x1=1
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Eq. 4.82

Eq. 4.83

A Fig. 4.16 mostra a posicdo dos nove pontos de integracdo para a solucéo

exata de integrais de polinbmios de quinta ordem em cada dire¢ao.

Figura 4.16 — Posicdo dos nove pontos de integracdo para a solugcdo exata de integrais de polinbmios
de quinta ordem em cada direcéo.

l] ‘

| +1

|
4 17 3
(o} O; o
8 9 6
e} e - et

-1

1 5 2
(o] o] (o]

g

+1

Fonte: OLIVEIRA (2013), p. 292.

As coordenadas dos pontos de Gauss, enumerados conforme Fig. 4.16, séo,

para k =1,...,9:
3
51254:938:_ g, 935:57:59:0,
3
Mm=M2 =75 ==\¢ N6 =Mg =n9 =0,

e 0s correspondentes pesos parak =1, ..., 9 sdo:

3

$2 =63 =38p = 5

n3 =14 =17 5

Eq. 4.84
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5Y5) 25
Wy =Wo =Wa =W, =| 2| 2]=22
1 2 3 4 (j(gj 81
8Y5) 40
We =We =W- =We =[ 2] 2]=22 Eq. 4.85
ST e m T — T8 (9)(9) 81 a

4.10 Exemplo de aplicacao dos conceitos:

O problema proposto consiste na determinagéo da deflexdo v o do ponto A e
a tensdo normal o, no ponto B da viga em balanco mostrada na Fig. 4.17. Lanca-se

mao do uso de elementos quadrilaterais de Taig nos seguintes casos:

(a) uma malha de elementos com b=2cme h=32cm;

(b) uma malha de elementos com b=4cme h=16cm,;

(c) uma malha de elementos com b=8cme h=8cm;

(d) uma malha de elementos com b=16cme h=4cm,;

(e) uma malha de elementos com b=32cm; h=2cme

() uma malha de elementos com b=64cm e h=1cm.

Dados: E=69GPa, v=0.3 e P =51750N.

Figura 4.17 — Esquema estético e se¢do transversal da viga.

1.70 S—
m B P

.................................................. At— I:|;|-32 cm
X
- |

3.20m l

10 cm
Fonte: OLIVEIRA (2013), p. 297.

Solucéo:
O programa computacional utilizado para obter as respostas deste exemplo

foi desenvolvido pelo Prof.° Dr. Wlamir Carlos de Oliveira, utilizando linguagem de
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programacao Fortram. A utilizacdo do programa foi gentilmente cedida pelo préoprio
desenvolvedor.

A Tabela 2 mostra os resultados encontrados para cada discretizacao.

Tabela 4.2 — Resultados encontrados para cada discretizagéo.

Erropara | g,emB | Erroparaoy
Caso b Nede | N°de N° de graus v
= , . AT VACOD) | (vpa (%)

S h Elem nos de liberdade (cm)

€) 2132 160 322 640 -2,747 -8,43 45,1 -0,88
(b) 1/4 160 243 480 -2,925 -2,50 46,3 +1,76
(©) 1 160 205 400 -2,926 -2,47 44,6 -1,98
(d) 4 160 189 360 -2,743 -8,57 42,6 -6,37
(e) 16 160 187 340 -2,169 -7,70 31,6 -30,55
()] 64 160 198 330 -1,183 -60,57 19,3 -57,58

Solugdo analitica = -3,000 45,5

Os erros percentuais foram obtidos realizando-se a comparacdo entre 0s
resultados obtidos por solugdo numérica e o resultado obtidos pela solucao analitica
do problema (vo =-3,000 cm e o, =455MPa).

O Gréfico 4.1 mostra a curva dos erros percentuais para a deflexdo v, do
ponto A da viga enquanto que a curva dos erros percentuais para a tensdo normal

oy No ponto B da viga € mostrada no Grafico 4.2.




Grafico 4.1 — Erros percentuais para a deflexdo na viga.
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- 60 —
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=20 —
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Fonte: OLIVEIRA (2013), p. 298.

Gréfico 4.2 — Erros percentuais para as tensfées normais atuantes na viga.

-70

70

b

Fonte: OLIVEIRA (2013), p. 298.
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5 METODOLOGIA

5.1 Requisitos para o desenvolvimento do trabalho

Como trata-se de uma investigacdo conceitual, sem execugcdo de
experimentos laboratoriais ou de observacdo de estruturas reais, o desenvolvimento
deste trabalho baseia-se na apuracdo de dados extraidos de bibliografias classicas,
consolidando o referencial tedrico para discussédo dos resultados obtidos através de

calculos por processos distintos.

5.2 Procedimentos metodoldgicos

Inicialmente prop6s-se o estudo do Método dos Elementos Finitos, buscando
compreender 0s conceitos introdutérios a este tema, visto que € uma disciplina
lecionada, de maneira geral, em cursos de pés-graduacdo. Desse modo, buscou-se
conhecer os principios elementares e conceitos para aplicacdo desse método, ndo
aprofundando-se demasiadamente na compreenséo dos conceitos mais complexos.

O problema proposto foi a anadlise de tensbes em uma viga carregada
perpendicularmente ao seu eixo com uma carga concentrada. Durante os estudos,
foi adotado um tipo de modelagem matematica que seria utilizada para contorno do
problema proposto. Definiu-se a utilizagdo da formulacdo isoparamétrica com
elementos finitos planos quadrilaterais quadraticos da familia Serendipity.

Posteriormente, estudos sobre a determinagéo de tensdes para esse modelo
através da Teoria da Elasticidade e da Resisténcia dos Materiais foram realizados.

Do mesmo modo que no estudo do Método dos Elementos Finitos, o estudo
da Teoria da Elasticidade, que também se difunde com énfase em cursos de pos-
graduacéo, se deu de maneira simplificada e restrita ao objetivo do trabalho, ou seja,
calcular as tensGes proximas ao ponto de aplicagdo de cargas, baseando-se
principalmente nos resultados obtidos por Seewald, conforme exposto em
TIMOSHENKO (1980).
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A Ultima etapa do embasamento tedrico consiste na revisdo dos conceitos de
tensdo na flexdo abordados na Resisténcia dos Materiais, disciplina esta que se
configura como uma das mais essenciais na graduacdo em Engenharia Civil. Tal
revisdo se deu com base na literatura classica difundida internacionalmente, como
HIBBELER (2010) e também BEER (1995).

Contendo o embasamento minimo necessario, procedeu-se a coleta de dados
e analise dos resultados. Os resultados das tensfes utilizando as equacfes da
Resisténcia dos Materiais foram obtidos através de calculo manual, ponto a ponto,
conforme necessario para levantamento das curvas caracteristicas da distribui¢céo
de tensdes. Os resultados obtidos através da Teoria da Elasticidade também foram
calculados manualmente, a partir das tensbes obtidas pela Resisténcia dos
Materiais, acrescentando uma parcela de tensdo obtida com auxilio dos gréaficos
fornecidos por TIMOSHENKO (1980) e expostos no capitulo 3 deste trabalho.

Contudo, os resultados obtidos utilizando-se o Método dos Elementos Finitos
foram obtidos de maneira distinta das anteriores. Foi utilizado um codigo
computacional ndo comercial elaborado em linguagem de programacdo FORTRAN
desenvolvido e fornecido pelo Prof.° Dr. Wlamir Carlos de Oliveira, cédigo este
adaptado com a implementacdo do elemento plano quadrilateral quadratico
isoparamétrico da familia Serendipity de modo a executar um teste com este tipo de
elemento para calculo de tensGes em vigas.

Considera-se objeto de estudo deste trabalho uma viga que possui
comprimento de 4,5 m e sec¢do transversal retangular com 0,10 m de base e 0,40 m
de altura, submetida a uma carga concentrada no ponto médio do banzo superior,
com direcdo vertical e sentido para baixo e intensidade de 60 kN. O méddulo de
elasticidade longitudinal adotado para a viga é de 210 GPa e o Coeficiente de
Poisson é de 0,3. A discretizacdo da viga para o célculo das tensbes pelo Método
dos Elementos Finitos consiste na divisdo em 91 partes na horizontal e 8 partes na
vertical, totalizando 728 elementos do tipo isoparamétrico quadrilateral quadratico
plano da familia Serendipity com 8 pontos nodais.

Com os resultados das tensdes obtidos pelos trés métodos empregados neste
estudo foram construidos graficos para expressar tais valores, com relacdo as

superficies y = +c, y = +0,5¢, y = 0c, y = -0,5c e y = -C, para as tensGes oy € Ty,. AS
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superficies aqui citadas serdo demonstradas posteriormente na Fig. 6.1 As tensdes
g, nao foram abordadas neste trabalho.

5.3 Ferramentas utilizadas

As ferramentas essenciais utilizadas foram os livros e publicacdes pertinentes
ao tema. Além disso, como citado acima, foi utilizado um programa computacional
baseado em linguagem FORTRAN especifico para obtencao de tensdes via Método
dos Elementos Finitos. Com a utilizacdo dessa ferramenta e desse método para

obtencdo de dados consegue-se calcular com clareza as tensoes gy € Ty,,.

Durante o estudo teorico sobre o Método dos Elementos Finitos, também foi
utilizado um software especifico para a resolugcdo de problemas matematicos
denominado DERIVE. Tal ferramenta foi de grande valia durante o desenvolvimento
de operacBes com elementos finitos sem auxilio de programa automatizado. O uso
do DERIVE se deu na resolugdo de derivadas e integrais de certa complexidade,
bem como nas operagdes com matrizes e vetores, principalmente na inversao de
matrizes de grande ordem, célculo este que se torna inviavel de ser desenvolvido
manualmente.

Para compilacdo dos dados obtidos e levantamento das curvas caracteristicas
foi utilizado o software Excel®, versdo 2013, da Microsoft®, obtendo gréficos
simplificados que buscam retratar as distribuicdes de tensdes nas superficies da
viga.

Na elaboracéo das figuras foi utilizada a ferramenta InkScape, software livre

para desenhos vetorizados.
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6 ANALISE DOS RESULTADOS

Nos graficos abaixo estdo representados os resultados obtidos para as
tensdes em superficies distintas de uma viga com 4,50 m de comprimento,
simplesmente apoiada em seus dois pontos extremos, com segao transversal
retangular de 0,10 m de base e 0,40 m de altura, carregada perpendicularmente no
ponto meédio do banzo superior com uma forca pontual de 60 kN.

Os graficos foram construidos com base nos resultados determinados
utilizando os trés métodos estudados neste trabalho. Foram calculadas as tensfes
0x € Ty, €M pontos que distam horizontalmente 3c do ponto de aplicagdo da carga
pontual, ou seja, 60 cm a esquerda e 60 cm a direita da for¢ca concentrada. Os
graficos foram construidos com base nas tensBes encontradas para cinco
superficies distintas para o, e trés sec¢des distintas para t,,,. Com relagdo as tensoes
normais, as superficies analisadas situam-se em valores de y iguais a +c, +0,5c, Oc,
-0,5c e —c, sendo c igual a metade da altura da viga, ou seja, 20 cm. Aqui, 0 eixo y
tem sentido positivo para baixo. Com relacdo as tensbes de cisalhamento, as
superficies analisadas situam-se em valores de y iguais a +0,5c, Oc e -0,5c.

As Figs. 6.1 e 6.2 demonstram a viga analisada neste trabalho, bem como as

superficies em que foram calculadas as tensdes.

Figura 6.1 — Esquema estatico e se¢do transversal da viga.

Segao 60 kN Segao
longitudinal transversal
(sem escala) (sem escala)
£
(@]
<
o

4 50m

Fonte: Elaborada pelo autor.



93

Figura 6.2 — Superficies da viga cujas tensdes seréo calculadas.

Superficies
analisadas:

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ja a Fig. 6.3 demonstra a discretizacdo da viga para o célculo através do
Método dos Elementos Finitos. Nessa figura, Nx e Ny representam o numero de
subdivisbes na direcdo x e na direcdo Yy, respectivamente, totalizando 728

elementos.

Figura 6.3 — Discretizacdo da viga em elementos finitos.

y:

N

Nx=91

Total de elementos = Nx -Ny =728

Fonte: Elaborada pelo autor.

A partir deste ponto serdo expostos os graficos com os resultados das
tensdes obtidas pelos trés métodos de calculo de tensbes aplicados. Inicialmente,
sdao mostrados os valores obtidos para as tensdes de cisalhamento e,
posteriormente, para as tensbes normais.

Para cada superficie da viga em que foram realizados os calculos, expde-se,
sequencialmente, as tensfes obtidas pelas equacfes da Resisténcia dos Materiais,
pela Teoria da Elasticidade e pelo Método dos Elementos Finitos, seguidos de
graficos comparativos entre os resultados da Teoria da Elasticidade e da Resisténcia
dos Materiais e entre a Teoria da Elasticidade e o Método dos Elementos Finitos. Os
graficos contendo comparagfes entre métodos distintos mostram as variagdes
percentuais entre 0S mesmos.

As unidades de medida, nos graficos, estdo conforme o Sistema Internacional
de Unidades.
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Graéfico 6.1 — Diagrama de esforcos cortantes atuantes na viga.
Esforcos Cortantes atuantes na viga
40000

30000
30000 ©

20000

10000

V(N)

-10000

-20000

-30000 O
-30000

-40000
165 18 195 205 210 215 220 23 235 24 245 255 265 285

x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observa-se no grafico exposto acima que, no ponto central da viga ha uma
abrupta descontinuidade nos valores para esforcos cortantes. E importante frisar
que, para simplificacdo da representacdo, o ponto médio (x = 2,25 m) ndo é
demonstrado, visto que exatamente neste ponto o esforco cortante varia de 30 kN

para -30 kN, o que resultaria em uma linha vertical sobre esta abscissa.
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Gréfico 6.2 — Tensdes de cisalhamento calculadas pelas equagfes da Resisténcia dos Materiais na
superficie +0,5c (y = +10 cm).

TensOes de cisalhamento na superficie +0,5¢ (y = +10 cm)

Calculo por Resisténcia dos Materiais
1000000

843750

800000
600000
400000
< 200000
o
Pl
&) 0
-200000
-400000

-600000

-800000 -843750

-1000000
165 1,85 195 205 210 2,15 220 225 23 235 24 245 255 265 285

X (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Gréfico 6.3 — Tensodes de cisalhamento calculadas pela formulacéo da Teoria da Elasticidade na
superficie +0,5¢ (y = +10 cm).

Tensdes de cisalhamento na superficie +0,5¢ (y = +10 cm)
Calculo por Teoria da Elasticidade
1000000

o,

843750

800000 957900 930900 931950 922650 g76900

928800 905100
600000

400000
= 200000
0

Ty (P

-200000
-400000
-600000

-922650 -931950 -927900
-905100 -928800 -930900

-800000 -876900

O
-1000000

165 1,85 19 2,05 210 2,15 220 2,25 2,30 2,35 240 245 255 2,65 2,85
x (M)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Observa-se nos gréficos 6.2 e 6.3 que, apesar dos valores absolutos serem
distintos, o comportamento da curva de distribuicdo de tensdo na superficie +0,5c é
deveras parecido para os dois métodos de calculo, apresentando variagcdo abrupta

na regido da secéo transversal média.

Gréfico 6.4 — Tensdes de cisalhamento calculadas pelo Método dos Elementos Finitos na superficie
+0,5¢c (y = +10 cm).

Tensdes de cisalhamento na superficie +0,5¢ (y = +10 cm)

Calculo pelo Método dos Elementos Finitos
1000000

o’Q—Q\.8687451 71

800000 885119,57 ®_779616,73
860240,95 BO5SL10 74 \

600000 o, 605882,11
400000 \
® 336351,13
__ 200000
©
S
< 0
K
-200000

@ -336351,13
-400000 \
-600000

o, -605882,11
\ -868745,71 -860240,95

-800000 o
-779616,73 L/ 9
-1000000 -905110,74 -885119,57
1,65 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,30 2,35 2,40 2,45 255 265 285
X (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Vé-se que a curva de distribuicdo de tensdes pelo Método dos Elementos
Finitos destoa dos outros métodos, apresentando uma variagdo menos incisiva na

secao transversal média.
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Grafico 6.5 — Variagao percentual entre os resultados de tensdes de cisalhamento obtidos por Teoria
da Elasticidade e por Resisténcia dos Materiais na superficie +0,5¢ (y = +10 cm).

Variacdo percentual entre as tensdes de cisalhamento obtidas
por Teoria da Elasticidade e por Resisténcia dos Materiais na
superficie +0,5¢ (y = +10 cm)

Variagdo %
4

- -9,362
-10 -9,464 9,464
-11
-12
165 185 195 205 210 215 220 230 235 240 245 255 265 285

X (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Gréfico 6.6 — Variacao percentual entre os resultados de tensdes de cisalhamento obtidos por Teoria
da Elasticidade e pelo Método dos Elementos Finitos na superficie +0,5¢ (y = +10 cm).

Variacao percentual entre as tensdes de cisalhamento obtidas
por Teoria da Elasticidade e pelo Método dos Elementos

0 Finitos na superficie +0,5c¢ (y = +10 cm)
/. .\ -4,92
o 4,92 2,55, -6,47 647 5" 288 ——
-10 7,29 \ / -7,29
@ -15,50 #-1550

-20
N
S 30
] ® -33,06 ® -33,06
O
o
S -40
>

-50

60 -61,64 #==—=® 61,64

-70

165 1,85 1,95 205 210 215 220 23 235 24 245 255 265 285
x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Vale pontuar aqui, com relagdo aos gréaficos expostos até este ponto e
analisando os graficos 6.5 e 6.6, que as tensfes de cisalhamento encontradas pela
teoria classica de viga (Resisténcia dos Materiais) para uma superficie da viga
situada 10 cm abaixo da linha neutra, diferem, com relagdo aos valores obtidos pela
Teoria da Elasticidade, com base em TIMOSHENKO (1980), em até -9,464%. Isso
demonstra que o0s resultados obtidos por Resisténcia dos Materiais sé&o
relativamente menores. Entretanto, ao aproximar-se do ponto de aplicacao da carga,
essa variacao diminui para -3,78%.

Contudo, ao se analisar a variacdo percentual do Método dos Elementos
Finitos, percebe-se uma grande discrepéancia, chegando a -61,64%, evidenciando
valores obtidos por esse método muito menores que os valores da Teoria da
Elasticidade. Cabe ponderar que essa variacdo acentuada ocorre proxima ao ponto
de aplicacdo da carga, sendo que em pontos mais distantes, essa variacdo é
minimizada, chegando a -2,88%.

Gréfico 6.7 — TensOes de cisalhamento calculadas pelas equa¢fes da Resisténcia dos Materiais na
superficie Oc (y = 0 cm).

Tensdes de cisalhamento na superficie neutra Oc (y =0 cm)

Calculo por Resisténcia dos Materiais
1500000

1125000

1000000

500000

Ty (Pa)

-500000

-1000000

-1125000

-1500000
1,65 1,85 195 205 210 215 220 225 23 235 24 245 255 265 285
x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Grafico 6.8 — Tensdes de cisalhamento calculadas pela formulacdo da Teoria da Elasticidade na
superficie Oc (y = 0 cm).

Tensdes de cisalhamento na superficie neutra Oc (y =0 cm)
Célculo por Teoria da Elasticidade
1500000

1224000
o ~ 1186650

1237
1000000 37500 1238460 7O 1236600

1237650 1125000

500000

Ty (Pa)
o

-500000

) -1224000 -1240170 -1237650
1000000 -1236600 -1238460

2

-1186650 1237500

-1500000
165 185 19 205 210 215 2,20 2,25 2,30 2,35 240 245 2,55 2,65 2,85

x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os graficos 6.7 e 6.8 descrevem os valores de tensGes de cisalhamento na
superficie horizontal que passa pelo centroide da secdo transversal. Essa secao
apresenta os maiores valores para tensdes de cisalhamento, de acordo com a teoria
classica da Resisténcia dos Materiais, para vigas constituidas de um Unico material
homogéneo e isotrépico. Vé-se que o mesmo ocorre para os valores obtidos pela
Teoria da Elasticidade, nesse caso. Também vale destacar, novamente, o
comportamento similar entre os dois métodos de célculo na curva de distribuicdo de
tensdes ao longo da superficie analisada.

E notavel também a descontinuidade abrupta na secdo média, oriunda da

variacao de esforgo cortante nessa regiao da viga.
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Gréfico 6.9 — Tensdes de cisalhamento calculadas pelo Método dos Elementos Finitos na superficie
Oc (y=0cm).

Tensdes de cisalhamento na superficie neutra Oc (y =0 cm)
Célculo pelo Método dos Elementos Finitos

1500000
11315426 11409627 oo
1000000 11329115 11549183 TSN, 984536,57
® 607970,28
500000
<
& o
>
&
-500000
0<7970,28
-1000000 .@36157 1140062,7-1131542,6
-1127147,5 -1154918,3 -1132911.5
-1500000
1,65 1,85 1,95 2,05 2,10 215 220 230 235 240 245 255 2,65 285
x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pode-se visualizar no Gréfico 6.9 que a curva de distribuicdo de tensdes pelo
Método dos Elementos Finitos tem caracteristicas distintas quanto as variacdes nos

valores das tensdes obtidas, mas ainda assim, apresentando descontinuidade na

secao média.
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Grafico 6.10 — Variagdo percentual entre os resultados de tens@es de cisalhamento obtidos por Teoria

-4

Variacao %
4

-10

da Elasticidade e por Resisténcia dos Materiais na superficie Oc (y = Ocm).

Variacdo percentual entre as tensdes de cisalhamento obtidas
por Teoria da Elasticidade e por Resisténcia dos Materiais na

superficie neutra (y =0 cm)

-5,20 -5,20

-9,09 -9,10

1,65

. -9,10 -9,0
916 929 029 916

1,85 195 205 210 215 220 230 235 240 245 255 265 2,85
x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Gréfico 6.11 — Variacao percentual entre os resultados de tensdes de cisalhamento obtidos por Teoria
da Elasticidade e pelo Método dos Elementos Finitos na superficie 0 ¢ (y = 0 cm).

Variacdo %

Variagdo percentual entre as tensdes de cisalhnamento obtidas

1,65

por Teoria da Elasticidade e pelo Método dos Elementos
Finitos na superficie neutra (y =0 cm)
-6,87 -6,87

-7,87 .8,46 -8,56

-48,77 -48,77

1,85 195 205 210 215 220 230 235 240 245 255 2,65 285
x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Com relacdo aos graficos expostos sobre a superficie neutra da viga, vé-se
que as tensbes de cisalhamento encontradas pela teoria classica de viga diferem,
com relacdo aos valores obtidos pela Teoria da Elasticidade, com base em
TIMOSHENKO (1980), em até -9,29%. Todavia, ao aproximar-se do ponto de
aplicacao da carga, essa variagao diminui para -5,20%.

J4& na analise da variacdo percentual do Método dos Elementos Finitos,
percebe-se novamente uma grande discrepancia, chegando a -48,77%, menor que
na superficie +0,5¢, mas ainda assim de grande magnitude. Cabe ponderar que
essa variacdo acentuada ocorre proxima ao ponto de aplicacdo da carga, sendo que
em pontos mais distantes, essa variagdo é minimizada, chegando a -6,87%.

Gréfico 6.12 — Tens0Oes de cisalhamento calculadas pelas equacdes da Resisténcia dos Materiais na
superficie -0,5¢ (y = -10 cm).

Tensdes de cisalhamento na superficie -0,5¢ (y =-10 cm)
Célculo por Resisténcia dos Materiais
1000000

843750
L - - - - -

800000

600000

400000

200000

0

T,y (Pa)

-200000

-400000

-600000

-800000 -843750

-1000000
165 185 19 205 2,10 2,15 220 225 23 235 24 245 255 265 285

x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

O gréfico 6.12 apresenta valores idénticos aos obtidos para a secéo situada
na superficie +0,5c, expostos no grafico 6.2. Tal fato se deve aos conceitos fisicos
admitidos na formulacao das equacdes da Resisténcia dos Materiais, levando a uma
distribuicdo uniforme de tensbes nas metades superior e inferior da secao

transversal da viga.
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Gréfico 6.13 — Tens0Oes de cisalhamento calculadas pela formulacdo da Teoria da Elasticidade na
superficie -0,5¢ (y = -10 cm).

Tensdes de cisalhamento na superficie -0,5¢ (y =-10 cm)

Calculo por Teoria da Elasticidade
1000000

o e

967350
800000 928050925200921750 941550 973200
927150

843750

600000

400000

200000

0

Ty (PQ)

-200000
-400000

-600000
-928050

41550 -921
-927150 -925200

-800000

-973200 | -967350

-1000000
165 185 195 205 210 215 2,20 2,25 230 235 240 245 255 2,65 2,85

x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Ao contrario da semelhanca exata verificada entre os graficos 6.2 e 6.12, vé-
se gue os valores das tensfes obtidas pela Teoria da Elasticidade nas superficies
situadas em -0,5c¢ e +0,5¢ ndo sdo uniformes, como se pode notar nos graficos 6.3 e
6.13.

Vale relembrar que os célculos efetuados pela Resisténcia dos Materiais nao
levam em consideracao os efeitos de perturbagcéo de tensdes em regides da viga
situadas proximas ao ponto de aplicacdo de cargas concentradas, sendo que pelo
Principio de Saint-Venant, citado no capitulo 2 deste trabalho, as tensdes tendem a
se distribuir uniformemente a partir de uma determinada distancia do ponto de
aplicacao da forga.

Como no grafico 6.13 a superficie analisada situa-se mais proxima do ponto
de aplicacdo da carga, nota-se valores maiores para as tensdes de cisalhamento
nessa superficie do que na superficie exposta no grafico 6.3.

Ha uma descontinuidade abrupta na distribuicdo de tensdes na secdo

transversal média da viga.
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Gréfico 6.14 — Tensdes de cisalhamento calculadas pelo Método dos Elementos Finitos na superficie
-0,5¢ (y =-10 cm).

Tensdes de cisalhamento na superficie -0,5¢ (y =-10 cm)
Calculo pelo Método dos Elementos Finitos

1272191,3 1335172

1500000

1000000  840450,47 972463,03

829843,28
813887,3 788495,05
500000
<
a 0
>
&
-500000 -788495,05 -840450,47
-829843,28

-1000000 -813887,3
1500000 -1335172

1,65 1,85 195 205 2,10 2,15 2,20 2,30 2,35 240 245 255 265 285

X (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

O grafico 6.14 evidencia a obtencdo de valores maiores de tensbes de
cisalhamento em comparacdo aos demais métodos, principalmente nas
proximidades da secao transversal média. Contudo, vé-se, nesse caso, que 0O
comportamento caracteristico da curva de distribuicdo de tensbes de cisalhamento

aproxima-se do obtido pela Teoria da Elasticidade.
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Gréfico 6.15 — Variacdo percentual entre os resultados de tensfes de cisalhamento obtidos por Teoria
da Elasticidade e por Resisténcia dos Materiais na superficie -0,5¢ (y = -10cm).

Variacao percentual entre as tensdes de cisalhamento obtidas
por Teoria da Elasticidade e por Resisténcia dos Materiais na
5 superficie -0,5¢ (y =-10 cm)

Variacdo %
AR
=

KN
N

KN
w

-13,30 -13,30

KR
N

165 185 195 205 210 215 220 230 235 240 245 255 265 285
x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Gréfico 6.16 — Variacao percentual entre os resultados de tensdes de cisalhamento obtidos por Teoria
da Elasticidade e pelo Método dos Elementos Finitos na superficie -0,5¢ (y = -10 cm).

Variacdo percentual entre as tensdes de cisalhamento obtidas
por Teoria da Elasticidade e pelo Método dos Elementos
45 Finitos na superficie -0,5¢ (y =-10 cm)

37,19 37,19

= N w
(&)1 (&)] ()]

Variacdo %
(631

-14,46 -14,46

165 185 195 205 210 215 220 230 235 240 245 255 265 285
x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Os gréficos da superficie -0,5¢c demonstram que as tensdes de cisalhamento
encontradas pela teoria da Resisténcia dos Materiais diferem, com relagdo aos
valores obtidos pela Teoria da Elasticidade, com base em TIMOSHENKO (1980), em
até -13,3%. Importante notar que, diferentemente das outras duas superficies
analisadas (+0,5c e 0Oc), na secédo -0,5c, a maior variacdo ocorre justamente nos
pontos mais proximos da secdo transversal média, a qual se encontra
imediatamente abaixo da carga pontual. Vé-se que as tensdes obtidas por
Resisténcia dos Materiais sdo0 menores que as encontradas pela Teoria da
Elasticidade.

Com relacdo as variagbes entre a Teoria da Elasticidade e o Método dos
Elementos Finitos, nota-se outra situacdo que difere das demais superficies
analisadas, ja que neste caso as tensdes obtidas pelo Método dos Elementos Finitos
chega a valores 37,19% maiores que as obtidas por Teoria da Elasticidade. Esses
dados levam a conclusdo de que as tensfes de cisalhamento obtidas pelo Método
dos Elementos Finitos se tornam maiores quanto mais préximo da carga for o ponto

analisado, tanto horizontalmente quanto verticalmente.

Grafico 6.17 — Diagrama de momentos fletores atuantes na viga.

Momentos Fletores atuantes naviga
40000

45000

49500

50000

55000

m)

M (N

60000

65000

67500
70000
165 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,3 235 24 245 255 2,65 2,75 2,85

x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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O gréfico 6.17 representa o diagrama de momento fletor da viga analisada. O
eixo das ordenadas foi invertido simplesmente para caracterizar o momento fletor
positivo conforme a notacdo difundida nas disciplinas especificas da Engenharia
Civil, tais como a Estatica das Estruturas, Estruturas de Concreto, etc., de modo que

a concavidade da curva fique voltada para cima.

Gréfico 6.18 — TensBes normais calculadas pelas equagfes da Resisténcia dos Materiais na
superficie +c (y = +20 cm).

Tensdes Normais na superficie +c (y = +20 cm)
Calculo por Resisténcia dos Materiais

28000000
26000000 2531250024750000
24750000 O s
24000000 24187500 43625000
23625000 23062500
23062500
~ 22000000 21937500 £1937500
o 20812500
= 20812500
© 20000000
19687500 19687500
18562500
18000000 18562500
16000000
14000000

1,65 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,3 2,35 2,4 245 2,55 2,65 2,75 2,85
x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Grafico 6.19 — TensBes normais calculadas pela formulacdo da Teoria da Elasticidade na superficie
+c (y = +20 cm).

Tensdes Normais na superficie +c (y = +20 cm)
Célculo por Teoria da Elasticidade
28000000

26000000 25308504

24734110 24754110

24213540
23644200

23075130

24000000

24213540
23644200
23075130

21944100

22000000 21944100

20815350 20815350

oy (Pa)

20000000

19688700
19688700

18562722
18000000 18562722

16000000

14000000
1,65 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,30 2,35 2,40 2,45 2,55 2,65 2,75 2,85

x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observa-se nos graficos 6.18 e 6.19 uma distribuicdo de tensbes normais de fato
muito parecida em ambos os métodos de calculo, com a caracteristica comum de

possuir uma concavidade culminando em um ponto maximo.
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Gréfico 6.20 — TensBes normais calculadas pelo Método dos Elementos Finitos na superficie +c
(y = +20 cm).

Tensdes Normais na superficie +c (y = +20 cm)
Célculo pelo Método dos Elementos Finitos

26000000
24750075
24628791 24628791
o s 24289434
24000000
23792680 3792450
4207645 23207695
22000000 21970658 21970658
<
o
= 20776450 20776450
20000000
19635474
19635474
18520248
18000000 18520248
16000000

1,65 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,3 2,35 2,4 245 2,55 2,65 2,75 2,85
x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

A curva de distribuicao de tensdes normais obtida pelo Método dos Elementos
Finitos, conforme exposto no grafico 6.20, difere, no aspecto de seu comportamento,

de maneira relativamente sutil das encontradas pelos demais métodos.
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Gréfico 6.21 — Variacdo percentual entre os resultados de tensées normais obtidos por Teoria da
Elasticidade e por Resisténcia dos Materiais na superficie +c (y = +20cm).

Variacao percentual entre as tensdes normais obtidas por
Teoria da Elasticidade e por Resisténcia dos Materiais na
superficie +c (y = +20 cm)

0,04

0,02

-0,02

-0,04

Variacdo %

-0,06

-0,08

-0,1075 -0,1075

1,65 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,3 2,35 24 2,45 2,55 2,65 2,75 2,85
x (m)
Fonte: Elaborado pelo autor.

Gréfico 6.22 — Variacéo percentual entre os resultados de tensées normais obtidos por Teoria da
Elasticidade e pelo Método dos Elementos Finitos na superficie +c (y = +20 cm).

Diferenca percentual entre as tensdes normais obtidas por
Teoria da Elasticidade e pelo Método dos Elementos Finitos
na superficie +c (y = +20 cm)

0,6280 0,6280
0,5

Diferenca %

-2,2065

-2,5
1,65 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,3 2,35 2,4 2,45 255 2,65 2,75 2,85
X (m)
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Analisando as tensfes normais, primeiramente nota-se que as variacdes
percentuais por ambos o0s métodos sdo menores do que nas tensdes de
cisalhamento.

Na superficie +c, oposta a superficie onde se localiza o ponto de aplicacdo da
carga concentrada, as tensdes obtidas por Resisténcia dos Materiais sdo até
0,0158% maiores que as tensdes obtidas por Teoria da Elasticidade, com base em
TIMOSHENKO (1980), na secédo transversal média, ou seja, em x = 2,25 m. Ja nas
secdes transversais 10 cm a esquerda e a direita do ponto médio, as tensodes
obtidas por Resisténcia dos Materiais sdo até 0,1075% menores que as tensdes
obtidas por Teoria da Elasticidade. Com relacdo as variacfes de tensdes normais
entre Teoria da Elasticidade e Método dos Elementos Finitos, verifica-se também
que as discrepancias sao consideravelmente menores que nas tensbes de
cisalhamento, chegando a -2,21% na secdo transversal média e a 0,628% nas
secdes 15 cm a esquerda e a direita da secdo média.

Gréfico 6.23 — TensBes normais calculadas pelas equacdes da Resisténcia dos Materiais na
superficie +0,5¢ (y = +10 cm).

Tensdes Normais na superficie +0,5¢ (y = +10 cm)
Calculo por Resisténcia dos Materiais
14000000

13000000 12656250

12375000 12375000

12093750
11812500

11531250

12000000

11812500
11531250

<
2 11000000

10968750 10968750

Gy

10406250 10406250

10000000
9843750

9843750

9281250
9000000 9281250

8000000
1,65 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,3 2,35 2,4 2,45 2,55 2,65 2,75 2,85

x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Gréfico 6.24 — TensBes normais calculadas pela formulacédo da Teoria da Elasticidade na superficie
+0,5¢ (y = +10 cm).

TensBes Normais na superficie +0,5¢ (y = +10 cm)
Célculo por Teoria da Elasticidade
14000000

13000000
12615450
12349800

12349800
12092310
11818620

11537550

12000000 12092310
11818620

11537550
10970160

11000000 10970160

oy (Pa)

10406760 10406760

10000000

9843960 9843960

9281376
9000000 9281376

8000000
1,65 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,30 2,35 2,40 2,45 2,55 2,65 2,75 2,85

X (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pode-se verificar nos graficos 6.23 e 6.24 uma distribuicdo de tensdes
normais que caracterizam uma curva com concavidade voltada para baixo e
simétrica com relacao ao ponto maximo. Os dois métodos apresentam valores muito

proximos entre si e graficos praticamente iguais.
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Grafico 6.25 — Tensbes normais calculadas pelo Método dos Elementos Finitos na superficie +0,5¢
(y = +10 cm).

Tensdes Normais na superficie +0,5¢ (y = +10 cm)
Calculo pelo Método dos Elementos Finitos

14000000
13000000
12036313 12098820 12036313
12000000 11868110 11868110
11636161
_ 11636161 11376940
5 11376940
£ 11000000 10840052
o) 10840052
10297813 10297843
10000000
9751193,9
9751193,9
5000000 9202275,8 92022758
8000000

1,65 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,30 2,35 2,40 2,45 2,55 2,65 2,75 2,85
x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

A curva de distribuicdo de tensBes normais obtida pelo Método dos Elementos
Finitos, como exposta no grafico 6.25, destoa sutiimente, no aspecto de seu
comportamento, das encontradas pelos demais métodos. Observa-se que a
concavidade obtida tem formato mais arredondado, sendo que o valor da tensao no
ponto maximo ndo é tdo maior que nos pontos imediatamente consecutivos, sendo

que nos gréficos 6.23 e 6.24, essa diferenca é maior.
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Grafico 6.26 — Variacdo percentual entre os resultados de tensGes normais obtidos por Teoria da
Elasticidade e por Resisténcia dos Materiais na superficie +0,5c (y = +10cm).

Variacao percentual entre as tensdes normais obtidas por
Teoria da Elasticidade e por Resisténcia dos Materiais na

04 superficie +0,5¢ (y = +10 cm)

0,32341

o
w

o
[N
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-0,00136 _ -0,00490 500136
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-0,00213 -0,00490 1000213
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-0,2

1,65 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,30 2,35 2,40 2,45 2,55 2,65 2,75 2,85
x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Gréfico 6.27 — Variacéo percentual entre os resultados de tensfes normais obtidos por Teoria da
Elasticidade e pelo Método dos Elementos Finitos na superficie +0,5¢ (y = +10 cm).

Variacao percentual entre as tensdes normais obtidas por
Teoria da Elasticidade e pelo Método dos Elementos Finitos

0 na superficie +0,5¢ (y = +10 cm)
-05 -0,8522
0.8522) 0,5 -0,9424
-1

Variacdo %
N
o

-4,0952

1,65 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,30 2,35 2,40 2,45 2,55 2,65 2,75 2,85
x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Na superficie +0,5c, as tensdes obtidas por Resisténcia dos Materiais sao até
0,3241% maiores que as tensdes obtidas por Teoria da Elasticidade, com base em
TIMOSHENKO (1980), na secéo transversal média, ou seja, em x = 2,25 m.

O Método dos Elementos Finitos apresenta, para esta superficie, tensdes

normais até 4,1% menores que as encontradas pela Teoria da Elasticidade.
Gréfico 6.28 — Tensfes normais calculadas pelas equacdes da Resisténcia dos Materiais na
superficie Oc (y = 0 cm).

Tensdes Normais na superficie neutra (y =0 cm)
Calculo por Resisténcia dos Materiais

oy (Pa)

1,65 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,3 2,35 24 245 2,55 2,65 2,75 2,85
x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

O grafico 6.28 retrata que as tensdes normais na superficie situada em y = Oc,
ou seja, na chamada superficie neutra na Resisténcia dos Materiais, sao nulas. Tal
fato € devido as caracteristicas especificas do método, que para vigas de secao
transversal retangular constituidas de material homogéneo e isotropico apresentam
distribuicdo de tensbes normais com valores maximos nos bordos e nulos na segao

média.
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Grafico 6.29 — Tensbes normais calculadas pela formulacdo da Teoria da Elasticidade na superficie
Oc (y=0cm).

Tensdes Normais na superficie neutra (y =0 cm)
Célculo por Teoria da Elasticidade
40000

36300

30000
20000

<
2 10000

Gx

-10000
-11340 -11340

-20000
165 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,30 2,35 2,40 2,45 2,55 2,65 2,75 2,85

x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

O gréfico 6.29 demostra que a curva de distribuicdo de tensdes normais
obtida para essa secdo assemelha-se com o exposto na figura 3.5c. Os valores
obtidos para as tensdes normais nessa superficie através da Teoria da Elasticidade
sdo consideravelmente menores que os obtidos em outras superficies analisadas
mas, de fato, ndo sdo nulas, como determinam os resultados da Resisténcia dos
Materiais.

E importante associar, novamente, tais conclusées, ao Principio de Saint-
Venant. Nota-se, mais uma vez, que as tensdes tendem a se equilibrar e se distribuir
de maneira uniforme a partir de uma certa distancia do ponto de aplicacdo da carga
concentrada. As tensdes obtidas proximas a sec¢ao transversal média ndo séo nulas,
conforme as equacdes da Resisténcia dos Materiais, justamente pelos efeitos
causados pela aplicacdo de carga concentrada, efeitos esses que séo considerados
na andlise fotoelastica e imputados nas equacbes da Teoria da Elasticidade

conforme exposto no capitulo 3, com embasamento em TIMOSHENKO (1980).
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Gréfico 6.30 — Tensfes normais calculadas pelo Método dos Elementos Finitos na superficie Oc
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TensBes Normais na superficie neutra (y =0 cm)
Célculo pelo Método dos Elementos Finitos
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1,65 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,30 2,35 2,40 2,45 2,55 2,65 2,75 2,85
x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

O comportamento da curva de distribuicdo de tensGes pelo Método dos

Elementos Finitos (grafico 6.30) se assemelha, graficamente, a curva do gréafico

6.29, contudo, com valores absolutos distintos.
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Graéfico 6.31 — Variacao percentual entre os resultados de tensGes normais obtidos por Teoria da
Elasticidade e pelo Método dos Elementos Finitos Oc (y = Ocm).

Variagdo percentual entre as tensdes normais obtidas por
Teoria da Elasticidade e pelo Método dos Elementos Finitos
na superficie neutra (y =0 cm)
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1000
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500 698,99 698,99

165 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,30 2,35 2,40 2,45 2,55 2,65 2,75 2,85
x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

De anteméo, convém ponderar que pela teoria elementar de vigas da
Resisténcia dos Materiais, a superficie 0c é chamada de superficie neutra (linha
neutra, associada ao plano da viga), visto que essa superficie passa pelo centroide
da secéo transversal e possui tensdes normais nulas. No entanto, pelo exposto por
TIMOSHENKO (1980), mostrado na Fig. 3.4 deste trabalho, as tensbes normais
nesta superficie ndo sdo necessariamente nulas.

Verifica-se que as tensdes normais obtidas pela Teoria da Elasticidade

correspondem exclusivamente a parcela o', = ﬁp/c, levando a resultados
relativamente pequenos. N&o foi construido o grafico de variagbes entre Teoria da
Elasticidade e Resisténcia dos Materiais face aos valores nulos obtidos para tensdes
normais por este ultimo método.

Ja com relacéo aos resultados obtidos pelo Método dos Elementos Finitos, as
variacbes sdo demasiadamente grandes, chegando a 2384,23%, ou seja, um valor
guase 25 vezes maior que o encontrado por Teoria da Elasticidade. Todavia, os

valores absolutos das tensdes normais encontrados para a superficie neutra pelo
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Método dos Elementos Finitos, apesar de muito maiores que o encontrado pela
Teoria da Elasticidade, s&o consideravelmente menores que o0s obtidos em

superficies acima e abaixo da superficie em questéo.

Grafico 6.32 — TensBes normais calculadas pelas equacdes da Resisténcia dos Materiais na
superficie -0,5¢ (y = -10 cm).

Tensdes Normais na superficie -0,5¢ (y =-10 cm)
Calculo por Resisténcia dos Materiais

-8000000

-9000000
-9281250 "9281250

-10000000 9843750

-10406250

-10406250

-10968750

-11000000 -10968750

oy (Pa)

-11531250
-11812500

-12093750

-11531250
-11812500
-12093750

-12000000

-13000000 -12656250

-14000000
1,65 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,3 2,35 2,4 2,45 2,55 2,65 2,75 2,85

x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Grafico 6.33 — Tensfes normais calculadas pela formulacdo da Teoria da Elasticidade na superficie
-0,5¢ (y =-10 cm).

Tensdes Normais na superficie -0,5¢ (y =-10 cm)

Calculo por Teoria da Elasticidade
-8000000

-9000000 -9280752

-9280752
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-10405500
-10405500

-10963350

-11000000 -10963350

oy (Pa)

-11516550
-11788200

-12051690

-11516550
-11788200

-12051690
-12330300

-12000000
-12330300

-13000000 12784650

-14000000
1,65 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,30 2,35 2,40 2,45 2,55 2,65 2,75 2,85

X (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pode-se observar novamente a semelhanca entre as curvas obtidas pela
Resisténcia dos Materiais e pela Teoria da Elasticidade, conforme os gréaficos 6.32 e
6.33. Todavia, nessa superficie, o valor maximo obtido pelo segundo método
supracitado difere dos demais valores de maneira mais acintosa do que no primeiro

método.
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Grafico 6.34 — TensBes normais calculadas pelo Método dos Elementos Finitos na superficie -0,5¢
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1,65 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,30 2,35 2,40 2,45 2,55 2,65 2,75 2,85
x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os resultados encontrados através da aplicagcdo do Método dos Elementos

Finitos para a superficie da viga situada em y = -0,5¢, promovem a obtenc¢éo de uma

curva significativamente diferente das obtidas pelos outros métodos.
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Graéfico 6.35 — Variacao percentual entre os resultados de tens@es normais obtidos por Teoria da
Elasticidade e por Resisténcia dos Materiais na superficie -0,5¢ (y = -10cm).

Variagdo percentual entre as tensdes normais obtidas por
Teoria da Elasticidade e por Resisténcia dos Materiais na
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Gréfico 6.36 — Variacdo percentual entre os resultados de tensGes normais obtidos por Teoria da
Elasticidade e pelo Método dos Elementos Finitos na superficie -0,5¢ (y = -10 cm).

Variacao percentual entre as tensdes normais obtidas por
Teoria da Elasticidade e pelo Método dos Elementos Finitos
na superficie -0,5¢ (y =-10 cm)
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1
N
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'
»

-8,7165

-10
1,65 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,30 2,35 2,40 2,45 2,55 2,65 2,75 2,85
x (M)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Para a superficie -0,5c observa-se que, para a sec¢do transversal média, a
tensdo normal obtida pela Resisténcia dos Materiais € 1% menor que a obtida pela
Teoria da Elasticidade, enquanto que a tensao normal obtida pelo Método dos
Elementos Finitos para o mesmo ponto € 8,72% menor.

Contudo, observando os resultados das tensdes normais para a superficie da
viga situada em y = -0,5¢, fica evidente que, mesmo com as variagdes percentuais
destoando entre os métodos nas demais superficies, pode-se concluir que as
variacOes obtidas para a superficie neutra sao atipicas, carecendo de analises mais
refinadas, principalmente no que tange a aplicacdo do Método dos Elementos Finitos
aplicando o tipo de elemento utilizado neste trabalho.

Grafico 6.37 — Tensfes normais calculadas pelas equacdes da Resisténcia dos Materiais na
superficie -c (y = -20 cm).

Tensdes Normais na superficie -c (y =-20 cm)
Célculo por Resisténcia dos Materiais

-17000000
-18000000
218562500 -18562500
-19000000
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&
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-25000000 S a7e0b00 -24750000
-25312500
-26000000
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1,65 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,3 2,35 2,4 2,45 2,55 2,65 2,75 2,85
X (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Grafico 6.38 — Tensfes normais calculadas pela formulacdo da Teoria da Elasticidade na superficie
-c (y =-20 cm).

Tensdes Normais na superficie -c (y =-20 cm)
Calculo por Teoria da Elasticidade
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20000000 19689000
-20816700 -20816700
<
£ 22000000 -21951900 -21951900
x
©
-23110200 153114200
-23689200 A e
-24000000 -24280800
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1,65 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,30 2,35 2,40 2,45 2,55 2,65 2,75 2,85
x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Nota-se nos graficos 6.37 e 6.38 uma semelhanca nas curvas de distribuicao
de tensdes normais obtidas pela formulacdo da Resisténcia dos Materiais e pela
Teoria da Elasticidade.

Pode-se observar que ambas as curvas possuem uma concavidade voltada
para cima, com valores absolutos muito préximos e ponto maximo demarcando a

simetria entre as partes direita e esquerda do grafico.
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Gréfico 6.39 — TensOes normais calculadas pelo Método dos Elementos Finitos na superficie -c
(y =-20 cm).

Tensdes Normais na superficie -c (y =-20 cm)
Calculo pelo Método dos Elementos Finitos

-8500000
-13500000
18530211 118520211
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-38500000

1,65 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,30 2,35 2,40 2,45 2,55 2,65 2,75 2,85
x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Através da interpretacdo do grafico 6.39, percebe-se que este destoa
consideravelmente dos graficos 6.37 e 6.38, tanto em valores absolutos, com
destaque para o ponto médio, quanto na sua caracteristica de forma. O gréfico 6.39
apresenta uma grande variacdo de valor de tensdo normal no ponto médio, com

ponto maximo culminando em valor bem distante de seus pontos vizinhos.
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Gréfico 6.40 — Variacdo percentual entre os resultados de tensées normais obtidos por Teoria da
Elasticidade e por Resisténcia dos Materiais na superficie -c (y = -20cm).

Variagao percentual entre as tensdes normais obtidas por
Teoria da Elasticidade e por Resisténcia dos Materiais na
02 superficie -c (y =-20 cm)
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Gréfico 6.41 — Variacéo percentual entre os resultados de tensdes normais obtidos por Teoria da
Elasticidade e pelo Método dos Elementos Finitos na superficie -c (y = -20 cm).

Variagdo percentual entre as tensdes normais obtidas por
Teoria da Elasticidade e pelo Método dos Elementos Finitos
na superficie -c (y =-20 cm)
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1,65 1,75 1,85 1,95 2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,30 2,35 2,40 2,45 2,55 2,65 2,75 2,85
x (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Esta superficie coincide com aquela que contém o ponto de aplicagdo da
carga concentrada. A tensdo normal obtida na superficie -c pela Resisténcia dos
Materiais na secao transversal média é 0,72% menor que a obtida pela Teoria da
Elasticidade. Ja o valor obtido pelo Método dos Elementos Finitos € 41,1% maior
que a Teoria da Elasticidade, evidenciando uma grande diferenca entre os métodos
de célculo.

Observa-se que, a maior variacao, tanto no grafico 6.40 como no grafico 6.41,
ocorre no ponto médio da superficie analisada. Os valores obtidos pelo Método dos
Elementos Finitos chegam a ser 7,1% menores que os da Teoria da Elasticidade no
ponto vizinho ao ponto médio, variando abruptamente para um resultado 41,09%

maior.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Por todo o estudo realizado, resultados obtidos e graficos analisados, pode-se
tirar algumas conclusdes com relacdo aos métodos aplicados para calculo de
tensdes normais e de cisalhamento.

Uma relevante conclusdo é que, com base nos resultados obtidos nesse
estudo, o elemento plano isoparamétrico quadrilateral quadratico da familia
Serendipity, com 8 pontos nodais, utilizados para o calculo das tensdes pelo Método
dos Elementos Finitos, apresentou resultados que divergem dos valores obtidos pela
Teoria da Elasticidade, sendo que em algumas superficies, essa diferenca é
relativamente grande. A falta de uma boa convergéncia dos resultados pode ser
devida a alguns fatores que, de certa forma, jA eram previstos quando da
abordagem inicial e do propoésito deste estudo. Um fator a se considerar € que o tipo
de elemento empregado € um elemento de chapa, com func¢des de interpolacao
qguadraticas para o contorno do problema, o que justifica a definicdo de que este
estudo consiste em um teste de performance com este tipo de elemento, conforme
citado no inicio do capitulo 4. A escolha do tipo de elemento finito a ser empregado
implica uma modelagem matematica que, dependendo da quantidade de elementos
na discretizacdo, poderia retornar resultados condizentes com a Teoria da
Elasticidade, o que ndo ocorreu de fato. Como sugestdo para trabalhos futuros,
pode-se utilizar elementos cujas funcdes de interpolacdo sejam de maior grau,
prosseguindo as comparacgdes afim de refinar os resultados.

A de se levar em conta também que os resultados determinados pela Teoria
da Elasticidade sdo tomados aqui como referéncia, visto que sdo dados
determinados por métodos fotoelasticos, com embasamento empirico-cientifico
amplamente difundido por Timoshenko e aceito no meio académico ha décadas.
Entretanto, ha de se ponderar que o Método dos Elementos Finitos € um meétodo
numérico moderno, com emprego de mecanismos computacionais e formulagdes
matematicas avancadas. Desse modo, propde-se como sugestdo para trabalhos
futuros a utilizacdo de outros tipos de elementos e o emprego de softwares
comerciais para realizar analises similares com a deste trabalho e verificar as

variagcdes nos resultados.
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Com relagdo aos resultados da tensdes obtidos pela teoria cldssica da
Resisténcia dos Materiais, € notério que os resultados para tensdées normais g, nao
divergem de maneira significativa dos resultados da Teoria da Elasticidade, com
variacbes de 1% ou menos. Entretanto ha de se ponderar que as tensbes de

cisalhamento 7,, apresentam variagdes que devem ser consideradas, chegando a

13%, fato que pode e deve ser levado em conta em situacdes especificas de analise
estrutural, citando como exemplo, as vigas de transicdo em edificacbes, que
recebem cargas concentradas de pilares que se apoiam nas mesmas.

Ainda como sugestdao para trabalhos futuros, pode-se efetuar outras
comparacdes entre os resultados obtidos pela Teoria da Elasticidade e pela
Resisténcia dos Materiais, principalmente para as tensfes de cisalhamento,
buscando chegar a coeficientes de correcdo em funcéo das caracteristicas da viga e
do carregamento a que estd submetida, permitindo uma modelagem simplificada,

porém com resultados mais confiaveis, favorecendo analises mais seguras.
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